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Los Obstaculos Epistemoldgicos y los Problemas en Matematicas*

Por Guy Brousseau

1. Introduccidn

1.0. Tema del Estudio.

-

, Un alumno no hace matematicas si no plantea y no resuelve problemas. Todo ¢l mundo estd
de acuerdo con lo anterior. Las dificultades comienzan cuando se traiz de saber cuales

problemas ¢l debe plantearse, quién los plantee, y como.

1.1. Concepciones clésicas de la nocién de problema.

Para simplificar estas dificultades, parece que los especialistas en didictica de las matematicas
ensayan, desde hace algln tiempo, de proyectar la coleccién de problemas imaginables sobre

un sub-espacio, preducto de los componentes siguientes:
w 1.1.1. Las intenciones metodoldgicas del profesor.

Es la componente descrita al principio del “libro del problema™ de Glaeser y de sus

colaboradores (problemas de investigacion, de entrenamiento, de introduccion, etcétera...).

1.1.2. Las intenciones didacticas y los objetivos (por ejemple los de Bloom): adquisiciones de

conocimientos, mejor comprension, analisis, etcétera.

1.1.3. El contenido matematico: casi siempre la cuestién consiste en requerir del alumno el
establecer una férmula verdadera dentro de una teoria en curso de estudio. El contenido de un
problema es entonces a priori definible como una pareja..(T, f); T siendo una teoria supuesta

‘iexphcxtada en el curso y f la formula a encontrar, a establecer 0 a colocar en una demostracion
de T.

Esta concepcién permite en principio de colocar los problemas unos con relacién a otros, a
condicién de tener una axiomatica conveniente de la teoria por ensefiar: las discusiones sobre
1a seleccion de la mejor axiomatica sustentan la mayor parte de las investigaciones sobre los

programas desde hace aftos. “La mejor axiomatica” seria aquella que permitiria con el minimo

#Ponencia presentada en la reunion de la CIAEEM en Louvain-La-Neuve, Bélgica, 1976. :
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de esfuerzo de aprendizaje o de ensefianza, engendrar la coleccidn de los teoremas-problemas,

de examen o de control, fijados por un consenso social.

¢Es necesario prever varias teorias particulares gue uno relacionari enseguida (tendencia
“clasica”), o una teorfa unitaria general de la cual uno deduce las otras (tendencia
“moderna”)? ;Hacen falta muchos axiomas débiles y bien ordenados (Diendonné: Algebra
lineal y Geometria Elemental)?, jpocos axiomas potentes (Choquet: La ensefianza de la

geometria)? ;axiomas “evidentes” o axiomas “muy elaborados™?

En la ausencia de una teorfa conveniente del conocimiento apoyandose sobre una teoriz
pertinente del aprendizaje, las discusiones no han dado jamés lugar a estudios experimentales

cientificos, o

Esta concepcion permite, por otra parte, distinguir dos cosas:

La pareja (T, f) que caracteriza al problema, y la demostracién de T-f, la cual puede ser ¢l
objeto de un estudio matematice o metamatematico. Y esta distincion va a servir de base a una

nueva descomposicion del contenido matematico, siguiendo dos criterios diferentes, pero

vecinos:

— El dominio de aplicacién: (la tecria T), opuesto a la “estructura” matematica o 1égica que
opera sobre T.

- El' modelo matemaﬁtic&(em el sentido de los logicistas), opuesto al lenguaje.

Estos pares de caracteres opuestos corresponden a los rasgos distintivos sobre los cuales los
profesores se apoyan espontaneamente: abstracto-concreto, contenido-formal, tedrico-
practico, etcétera... pero su puesta en obra no ha proporcionade jamas ni tipologias utilizables

ni indices objetivos.

1.1.4. Componentes metamatematicos. De hecho, todas las tentativas de descripciones
racionales y formales de las matematicas son utilizadas para tratar de construir variables

intermedias que, sin ser el contenido mismo, permitiran engendrarlo a menor costo.

La concepcidn de los problemas sobre la forma T-f conduce f{recuentemente a asimilar las

hipdtesis a lo que es conocido, las conclusiones a lo que s¢ busca (o a la inversa) vy la
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resolucién a un camino que coincidiria facilmente con la demostracién buscada.

Ciertas demostraciones pueden ser obtenidas sin mucha reflexién, por la aplicacién de una
sucesion finita de especificaciones conocidas de antemano: existe entonces un algoritmo,

automata productor de la demostracion particular buscada.

En este caso, puede hacerse la descripcion, clasica y maravillosamente simple y gratificante
para el profesor, de la actividad cognitiva del alumno, del aprendizaje y del rol del que ensefia.

El maestro ensefia al alumno, quien lo memoriza, el algoritmo que permite establecer los

teoremas.

1.1.5. La componente heuristica. Pero para otras demostraciones, no existen tales algoritmos.
Para no renunciar al modelo de adquisicidon precedente, uno wva a imaginar que la
demostracién puede ser conducida por “intuiciones” que jugardn un poco ¢l papel de los
algoritmos. Estas intuiciones podrén ser racionalizadas localmente, una vez que la puesta en
obra de una t’eoria ya constituida proporcicne la demostracién buscada ¢ una parte de ¢ésta
(uno aplicara un teorema) —la seleccion de las teorias o de las estructuras estando igualmente
guiada por heuristicas, que uno puede, después, invocar para justificar el procedimiente
seguido. A pesar de su carécter un poco ad koe, estos conceptos no faltan de nterés, como lo
muestran en este encuentro (ref. a la CIEAEM, 1976) las exposiciones de G. Glaeser, de G.

Paquette, M. Ciosek, F. Wilson, de C. Janvier, etcétera...
1.2. Critica de estas concepciones.

Yo contesto la validez de tal descomposicién clasificatoria, a pesar de las facilidades que
procura, porque conduce a aceptar pre-supuestos lamentables, separando los elementos que

funcionan juntos.

i -

“1.2.1. El sujeto.

El sujeto —el alumno-- estd ausente de este andlisis, donde no aparece mas que como un
receptor, un registrador extremadamente simplificado que el saber adquirido no modifica

sensiblemente, ni, sobre todo, estructuralments.
1.2.2. La significacion y el sentido.

De la misma forma, y por via de consecuencia, la significacion de la matematica desaparece:
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todo lo que hace, no solamente la verdad, sino el interés de un teorema y con eso, lo que F.
Ganseth llamaba el caracter idéneo (idoneidad) de un conocimiento matematico, lo que hace
que este conocimiento exista como solucién éptima dentro del campo definido por un cierto
nimero de restricciones (relativas al sujeto cognoscente o al conocimiento mismo), o que

hace de él un objeto en ¢l sentido de R. Thom, una solucién a un problema y en fin, lo que

dice el interés del problema mismo.

El sentido de un conocimiento matematico se define -no solamente por la coleccién de
situaciones donde este conocimiento es realizado en tanto que teoria matematica (semantica
en el sentido de Camnap)- no solamente por la coleccion de situaciones donde el sujeto la ha
encontradc como medio de solucién, sino también por €l conjunto de concepciones, de

elecciones anteriores que rechaza, de los errores que evita (yo agregaria: las economias que

~ . ., ‘ N
procura, las fermulaciones que retorna y muchas otras cosas que forman también parte de su<{3

sentido).
1.2.3. El aprendizaje.

La construccidén axiomatica sugiere también un aprendizaje férico donde el volumen de
conocimientos —inmediatamente adquiridos, estructurados, utilizables y transferibles— se infla

en un espacio virgen. Pero...

- Una nocidn aprendida no es utilizable mas que en la medida en que clla esta relacionada a

otras, estas relaciones constituyen su significacion, su etiqueta, su método de activacién.

— Pero ella no es aprendida més que en la medida en que clla es utilizable y utilizada
efectivamente, es decir solamente si ella es una solucién del problema. Estos problemas,
conjunto de restricciones a las cuales responde, constituyen la significacién de la nocién. Ella
-no es aprendida mas que si ella “tiene €xito” y hace falta por tanto un territorio de puesta en

practica. Este territorio no es mas que raramente general y definitivo.

— Del hecho de este empleo localizado, Ia nocidn recibe particularizaciones, limitaciones,
deformaciones de lenguaje y de sentido: si esta concepcidn particular de la nocién es

inmediatamente eliminada por otra mas econémice, o0 mas general, o menos falsa, ella no es

aprendida y no puede servir para crear el sentido de las adquisiciones postcriores.

— Si tiene éxito suficientemente bien y por un tiempo suficiente, toma un valor, una

I3
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consistencia, una significacién, un desarrollo que hacen cada vez mas dificil su modificacidn,
su reconsideracion, su generalizacion o su rechazo: se convierte a la vez, para las

adquisiciones posteriores, un obstaculo pero también un punto de apoyo. Esto muestra:

— Porqué ¢l aprendizaje no puede hacerse seglin el esquema clasico de la adquisicion
progresiva y continua (tal que para toda adquisicion existe una sucesién finita de
adquisiciones que aportan, cada una, una cantidad de informacién tan pequefia como se quiera

y como le sea equivalente). Y en consecuencia,

~ porqué la confusién entre algoritmo de establecimiento de una férmula y algoritmo de

adquisicién de un saber estd desprovista de fundamento.
1.2.4. Algoritmo y razonamiento.

He estudiado sobre varios ejemplos todas las consecuencias nefastas de esta confusién sobre

el aprendizaje de las operaciones en N.

Ensefiando por los mismos procedimientos, 2 la misma edad, tanto una teoria sofisticada, la de -
probabilidades y de estadisticas, como esos pretendidos “mecanismos” de operacion, creo
haber mostrado que esta separacién entre mecanismo y razonamiento no era ni necesaria ni,
aun, util; el aprendizaje se hace por la puesta a prueba de concepciones sucesivas, provisoria y
relativamente buenas, que sera néccsario rechazar sucesivamente o retomar en una verdadera

epistemologia, nueva cada vez.

Si las condiciones lo exigen, el alumno puede ¢l mismo resumir en “automatismo’ actividades
complejas, retirando sentido y posibilidades de eleccidn a su actividad. Pero para que esos

automatismos puedan ser utilizados es necesario gue sean establecidos por el sujeto mismo.

125, Obstaculos.

Los trabajos conformes a las concepciones de Bachelard y de Piaget muestran también que el
error y el fracaso no tienen el rol simplificado que en ocasiones uno quiere hacerles jugar. El
error no es solamente el efecto de la ignorancia, de la incertidumbre, del azar que uno cree en
las teorias empiristas o conductistas del aprendizaje, sino el. efecto de un conocimiento
anterior, que tenia su interés, su €xito, pero que, ahora, se revela falso, o simplemente

inadaptado. Los errores de este tipo no son ermréticos € imprevisibles, se han constituidos en

Digitalizado por: I.S.C. Héctor Alberto Turrubiartes Cerino
hturrubiartes@beceneslp.edu.mx

s

Lo

e




obstaculos. Tanto en el funcionamiento del maestro como en el del alumno, el error es

constitutivo del sentido del conocimiento adquirido.

1.3. Importancia de la ensefianza organizada por los problemas.

1.3.1. Interacciones.

Admitiremos por tanto que la constitucién del sentido, tal como lo entendemos, implica una
interaccién constante del alumno con .situaciones problematicas, interaccion dialéctica
(porque el sujeto anticipa, finaliza sus acciones) donde ¢él compromete conocimientos
anteriores, los somete a revisién, los modifica, los completa o los rechaza para formar
concepeiones nuevas.  El objeto principal de la didictica es justamente estudiar las
condiciones que deben cumplir las situaciones o los problemas propuestos al alumno para

favorecer la aparicidn, el funcionamiento y el rechazo de esas concepciones.

Puede deducirse de ese régimen discontinuo de adquisiciones que los caracteres

informacionales de esas situaciones deben también vanar por saltos.

1.3.2. Condiciones

En esas condiciones el interés de un problema va a depender esencialmente de lo que el alumno
comprometera ahi, de lo que ahi metera a prueba, de lo que invertird, de Ia importancia para ¢l
de los rechazos que sera conducide a hacer, y de las consecuencias previsibles de esos rechazos,

de la frecuencia con la cnal arriesgaria cometer esos errores rechazados y de su importancia.

Asi los problemas mas interesantes seran aquellos que permitiran franquear un verdadero
obstdculo. Es porque, a propésito de problemas, he querido examinar la cuestion de los

obstaculos en didctica.
2. La Nocidn de Obstaculo.
2.0. Obstaculos epistemologicos.

El mecanismo de la adquisicién de conocimientos tal como lo hemos descrito antes puede

aplicarse tanto a la epistemologia o a la historia de las ciencias, como al aprendizaje y a la
ensefianza. En un caso como en el otro, la nocion de obstaculo aparece como fundamental para

plantear el problema del conocimiento cientifico. Hay que referirse a Bachelard quien fue el
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primero en adelantar esta idea.

“No se trata de considerar los obstaculos externos como la complejidad, la fugacidad de los
fendmenos, ni de incriminar la debilidad de los sentidos y del espiritu humano; €s en el acto

mismo de conocer intimamente que aparecen por una suerte de necesidad funcional lentitudes y

problemas... Uno conoce contra un conocimiento anterior”.

2.0.1 Bachelard estudia esos obsticulos en las ciencias fisicas: la experiencia primera, el
conocimiento general, el obsticulo verbal, la utilizacién abusiva de iméagenes familiares, el
conocimiento unitario y pragmatico, el obsticulo substancialista, realista, animista, aquel del

conocimiento cuantitativo.

Son grandes obstaculos que han resistido largo tiempo. Es probable que tengan su equivalente
en el pensamiento del nifio. El medio ambiente material y cultural actual ha, sin duda,
modificado un poco las condiciones deniro de las cuales los nifios encuentran esos cbstaculos, v

los estudios de ese sujeto estan en curso.

2.0.2. En matematicas, un trabajo muy importante de epistemologia ha sido emprendido en
direcciones vecinas de las de Bachelard, en el ambito de Althusser, por gentes como P.

Raymond, Badiou, Ovaert, Hanzel,... etcétera.

No proporciona, de momento, una lista de obstaculos tan simple como la de Bachelard; pero,
grandes rasgos se desprenden asi como clases de obsticulos, porque la nocién de obstaculo
misma esté en vias de constituirse y de diversificarse; no es facil decir generalidades pertinentes
sobre el tema, vale mas hacer estudios caso por caso. Puede decirse que al lado del trabajo de
registro y descripcién de los grandes obstaculos a la constitucion de conceptos, se desarrollan
estudios que tratan sobre las caracteristicas de funcionamiento de los conocimientos, a la vez
como apoyo y como obstaculo (alternativamente y dialécticamente). Ademas, Ia nocién de
obstaculo tiene tendencia a extenderse fuera del campo estricto de la epistemologia: en

didéctica, en psicologia, en psico-sociologia, etcétera....
2.1. Manifestacién de los obstaculos en didactica de las matematicas.
2.1.1 Errores.

Un obstaculo se maniftesta, por tanto, por sus erTores, pero esos errores no son debidos al azar.
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Fugaces, erraticos, son reproducibles, persistentes.

Ademas esos errores, en un mismo sujeto, estan ligados entre ellos por una fuente comin, una
manera de conocer, una concepcién caracteristica, coherente si no correcta, antigua y que ha

tenido €xito en todo un dominio de acciones.
Esos errores no son forzesamente explicitables.

Sucede que no desaparecen radicalmente, de un sélo golpe, que resisten, gue persisten, luego

resurgen, se manifiestan mucho tiempo después que el sujeto haya rechazado de su sistema

cognoscitivo consciente el modelo defectuoso.

Ejemplo: un estudiante utiliza el “teorema” siguiente:

“St el término general de una serie tiende hacia cero, la serie converge”.

¢Esta distraido?, ;recita mal -invirtiendo hipdtesis y conclusién— un teorema del curso?, jha
comprendido mal la nocidn del limite?, ;o la de serie?, ;es un error sobre las condiciones

necesarias y suficientes?

Aproximando este error a algunos otros, se comprende que de manera inconsciente este
estudiante haya hecho un cierto razonamiento, falseado por una representacion incorrecta de las

reales que remonta a la ensefianza primaria y secundaria.

E} razonamiento es mas .o menos éste: “si x; tiende hacia cero, existe un rango n a partir del cual
los x; son despreciables; a partir de ese n uno no suma practicamente nada, luego la serie

converge”.

Puede ser que este estudiante no escribiria este razonamiento sin percatarse de que es falso,
pero le parece evidente, porque reposa sobre una prictica constante en la ensefianza primaria y

secundaria: ¢l teorema siguiente:
“Yxe R (0enQ)Ve>03deD: |x-d| <¢”

es interpretado implicitamente y en ocasiones explicitamente por:

“En todo célculo practico 3neN talque VxeR, 3deD talque[|x-d[< 10" = (x-d)es

“practicamente despreciable”, es decir nulo]. (D es el conjunto de decimales).
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Esta idea se apoya sobre una *“mala” definicién de los decimales vehiculada desde 1a ensefianza

elemental y sobre la cual regresaremos mas adelante.

2.1.2. Franqueamiento.

El obsticulo estd constituido como un conocimiento con objetos, relaciones, métodos de
aprehension, previsiones con evidencias, consecuencias olvidadas, ramificaciones imprevistas...
Va a resistir €l rechazo, tentar, como se debe, de adaptarse localmente, de modificarse al

menor precio, de optimizarse sobre un campo reducido siguiendo un proceso de

acomodamiento bien conocido.

Es por eso que hace falta un flujo suficiente de situaciones nuevas, no asimilables por él, que
van a desestabilizarlo, a rendirlo ineficaz, inutil, falso, que van a hacer necesaria la
reconsideracion o el rechazo, el olvido, la “scotomisation” hasta en sus altimas

manifestaciones.

También, franquear un obstaculo exige un trabajo de igual naturaleza que el establecimiento de
un conocimiento, es decir, interacciones rechazadas, dialécticas del alumno con el objeto de su

conocimiento,

Esta observacién es fundamental para distinguir lo que es un verdadero problema; es una

situacién que permite esta dialéctica y que la motiva.
2.1.3. Caracteristicas informacionales de un obstaculo.

Un conocimiento, como un obstaculo, es siempre el fruto de una interaccién del alumno con su
medio y mas precisamente con una situacion que hace el conocimiento “interesante” —quiero
decir “Optima” en un cierto dominio definido por caracteristicas numéricas “informacionales”

de este conocimiento.

El conocimiento, el hombre y el medio siendo lo que son, es inevitable que esta interaccién
desemboque a concepciones “erréneas”. De todos modos estas concepciones son comandadas
por las condiciones de la interaccién que uno puede méas o menos modificar. Es el objeto de la

didactica.

Esta declaracién tiene impertantes consecuencias, en principio para la ensefianza: asi, si uno

quiere desestabilizar una nocién bastante enraizada, serd ventajoso que el aiumno pueda invertir
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suficienternente sus concepciones dentro de situaciones
- bastante numercsas ¢ importantes para é]

— ¥y sobre todo, con condiciones informacionales suficientemente diferenciadas para que un

salto cualitative sea necesario.

Ejemplo: un nifio de seis afios sabe distinguir los ntmeros hasta 4 o 5 con la ayuda de
procedimientos basados sebre la percepcién. Estos procedimientos se vaelven rapidamente muy
“costosos” y poco fiables desde que el nimero de objetos pasa a 6 o 7. Fracasan més all4. Si
unc no trata de ensefiar en orden los nimeros 6, luego 7, enseguida 8, uno se encuentra con

dificultades numerosas y crecientes y un pericdo de desarrollo aparece.

Al contrario, si uno propone el comparar colecciones del orden de 10 a 15 objetos, el modelo
perceptivo es tan evidentemente desventajoso que el nifio renuncia de inmediato y establece
nuevas estrategias (correspondencia término a término). Lo que uno quiere llamar intuicién no
es, a menudo, més que la aprehensién inconsciente de los limites informacionales de los modos

de conocimiento.
2.2. Origen de los diversos cbstaculos didacticos.
2.2.0. Origen de un obsticulo.

Vamos ahora a considerar los obstaculos que se presentan en el sistema didactico. Esos
obstaculos a la apropiacién por el alumno de ciertas nociones pueden ser debidos a varias
causas. Es dificil incriminar solamente uno de los sistemas en interaccidn. Es otra consecuencia

.. . . . o 3
de la concepcidn del aprendizaje evocada antenormente.}/

>

La nocién de obstéculo epistemoldgico tiende a substituirse por la de error de ensefianza, de

insuficiencia del sujeto o de dificultad intrinseca de los conocimientos.

En todo caso, se pueden distinguir los origenes de los obstaculos didacticos: €ste seré el sistema
tal que, modificandolo, se podria evitar el obstaculo, mientras que ninguna modificacién de los

otros sistemas permitiria evitarlo.

Uno encontrara asi obstéculos didacticos

— de origen ontogénico .

- "
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—de origen didéctico
— de origen epistemolégico.

Para el ejemplo anterior (relativo a la adquisicién de la nocién de ntimero) hablaremos mas bien

de limitacion neurofisiologica que de obstaculo.

2.2.1. Origen ontogénico.,

Los obstaculos de origen ontogénico son los que sobrevienen del hecho de las limitaciones
{neurofisiolégicas entre otras) del sujeto a un momento de su desarrollo: €l desarrolia

conocimientos apropiados a sus medios y a sus objetivos.

La epistemologia genética pone en evidencia etapas, acomodamientos ¥ asimilaciones, que, a la
vez, se asemejan a las etapas del desarrollo de los conceptos por las leves de regulacién que los
hacen aparecer, y difieren de ellas por la naturaleza exacta de las limitaciones que determinan

esas regulaciones.

2.2.2. Obstaculos de origen didactico.

Los obstaculos de origen didéctico son los que parecen no depender mas que de una eleccidn ¢

de un proyecto de sistema éducativo},@@ la presentacion actual de los decimales en el
nivel elemental es el resultado de'una larga evolucion en el marco de una seleceisn didactica
hecha por los enciclopedistas y luego por convencién (confonné a una concepcién que remonta
a S. Stevin mismo): ter;iéndo en cuenta su utilidad, los decimales iban a ser ensefiados a todo
mundo lo antes posible, asociados a un sistema de medida, y refiriéndose a las técnicas de
operacién en los enteros. Asi, hoy, los decimales son, para los alumnos “enteros naturales con
un cambio de unidad”, por lo tanto “naturales” (con un punto) y medidas. Y esta concepcidn,
apoyada por una mecanizacién del alumno, va a hacer obsticulo hasta el DEUG (Diploma de

Estudios Universitarios Generales).

Es caracteristico que el principal factor de discriminacion de los alumnos en un cuestionario
reciente (JREM de Rouen) sea el célculo haciendo intervenir, a la vez, decimaies y productos por
una potencia de diez. Asi, es la “comprension” misma de la definicién de los decimales lo que

explica los comportamientos de los alumnos. Pero actualmente, un obsticulo tal se ha

convertido, a la vez didactico y sociocultural.
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2.2.3. Obstéaculos didacticos de origen epistemoldgico.

Los obstaculos de origen propiamente epistemoldgico son aquellos a los cuales uno no puede,
m debe escapar, del hecho mismo de su rol constitutivo en el conocimiento a que se apunta,
Uno puede encontrarlos en la historia de los conceptos mismos. Eso no quiere decir que se

deba amplificar su efecto ni que deban reproducirse en el medio escolar las condiciones

histéricas en las que han sido vencidos.
2.3. Consecuencias para la organizacién de situaciones problematicas.

La concepcidn del aprendizaje, que se apoya sobre el estudio del desarrollo de ios
cenccimientos en términos de obstaculos, difiere sensiblemente de la concepcisén clasica,
sobre todo en lo que concierne al rol y a la organizacién de las situaciones de problemas. Y

esto, tanto mas que el problema va a jugar, en el proceso, un rol fundamental.
2.3.1. Motivaciones-condiciones.

Plantear un problema consisic en encontrar una situacién con la cual el alumno va a
emprender una sucesién de intercambios relativos a una misma cuestidn que forma un

"obstaculo" para él, y sobre el cual va a apoyarse para apropiarse, O CONSITUll, un

conocimiento nuevoe.

.

Las condicicnes en las cuales se desarrolla esta sucesion de intercambios son inicialmente
escogidas por el que ensefia pero el proceso debe muy rapido, pasar, en parte, bajo ¢l control
del sujeto que va a "cuestionar” a su vez la situacién. La motivacion nace de esta inversion y
se conserva con ella. En lugar de ser un simple motor exterior, de frustraciones
equilibrandose, ella es constitutiva a la vez del sujeto (de su palabra) y de su conocimiento.
Asi‘}, la resolucién de un problema tomara para el alumno la apariencia de una especic de

proceso experimental, la ocasién dada a la "naturaleza" (aqui, a los conceptos matemaéticos) dejf

manifestarse dentro de sus actividades.

2.3.2. Caracter dialéctico del proceso de franqueamiento de un obstéculo. El proceso de
franqueamiento de un obstaculo comporta necesariamente una sucesion de interacciones entre
el alumno y el médfo; esta sucesion de interacciones no toma sentido mas que en {a medida en
que se reportan a un mismo proyecto {en el alumno) a proposito de un concepto en cuya

génesis cllas constituyen una etapa y ¢l cual funden la si gnificacion.
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Esas interacciones meten en juego sistemas de representacién y pueden a menudo ser
- Interpretados como intercambios ds rm:nsajésT Ademas, el maestro y el alumno son capaces de
anticipacion y finalizan sus acciones. Estas toman, en consecuencia, un caricter dialégico;
ademas las informaciones intercambiadas son recibidas como hechos que confirman o niegan

las hipdtesis o ain como aserciones.

Si se admite que un conocimiento se establece oponiéndose a otro, sobre el cual se apoya y al
cual reemplaza, se comprendera que podamos decir que los procesos de frangucamiento
tienen un carécter dialéctico: dialécticas del a priori y del a posteriori, del conocimiento v de

ia accidn, del yo y de los otros... etcétera.

Organizar ¢! franqueamiento de un obstaculo consistira en proponer una situacién susceptible
de evolucionar y de hacer evolucionar al alumno segun una dialéctica conveniente. Se tratara,
no de comunicar las informaciones que s¢ quieren ensefiar, sino de encontrar una situacion en
la cual ellas son las dnicas satisfactorias u optimas —entre aquellas a las cuales ellas se

oponen- para cbtener un resultado en el cual el alumno se ha involucrado.

Esto no es suficiente; serd necesario que esta situacién permita de entrada la construccion de
una primera solucién o de una tentativa donde el alumno invertird su conocimiento del
momento. Si esta tentativa fracasa o no conviene bien, la situacidén debe, sin embargo,

reenviar una situacion nueva modificada por este fracaso de forma inteligible pero intrinseca,

es decir que no dependa de manera arbitraria de las finalidades del maestro.

La situacién debe permitir la repeticién o voluntad de la puesta a prueba de todos los recursos
del alumno. Ella debe automotivarse por un juego sutil de sanciones intrinsecas (y no por
sanciones extrinsecas ligadas por el maestro a los progresos del alumno). Ella no puede, por

tanfo, ser programada; es solamente su eleccién la que puede serlo.

Se trata, para €l dialéctico, de identificar al mismo tiempo que una etapa de un concepto, una
situacidn que pone al alumno una pregunta (del alumno) a la cual esta etapa sea una respuesta

“construible” en ¢l sistema del alumno.

Hemos sido conducidos a distinguir en el funcionamiento del alumno tres tipos de preguntas

que comandan tres tipos de situaciones didacticas.

2.3.3. Diferentes tipos de problemas: validaciones, formulaciones, acciones.
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a) Las cuestiones de validacién: el alumnc debe establecer la validez de una afirmacién: debe
dirigirse como un sujeto a otro sujeto susceptible de aceptar o de rehusar sus afirmaciones, de

pedirle administrar pruebas de lo que anticipa, de oponerle otras afirmaciones.

Esos intercambios contribuyen a hacer explicitar las teorias mateméticas pero también a
establecer Jas matematicas en tanto que medio de [validacién]. Se trata menos de aprender las
pruebas aceptadas que de poner 2 prueba aquellas que uno concibe. Un proceso de pruchba se
construye en una dialéctica de la validacién que conduce al alumno, sucesivamente, a usar
espontineamente figuras de retdrica y enseguida a renunciar a ellas. Las relaciones que el

alumno debe poder establecer para ello son especificas de esta dialéctica (ver Brousseau 70).

Un problema de validacién es mucho més un problema de comparacién, de evaluacion, de

rechazo de pruebas, que de bisqueda de ia demostracion.

b} Las cuestiones de formulacién: para sus procesos de validacidn, el pensamiento debe
apoyarse sobre formulaciones previas. Los lenguajes se elaboran también dentro de dialécticas
menos especificas que las de la validacién. La comunicacién (y sus restricciones) juega ahi un
gran papel independiente, en parte, de los problemas de validez. Es dentro de ese marco que
se manifiestan mejor las restricciones de economia que comandan las selecciones matematicas

Juiciosas.

¢) Las cuestiones de accion o de decisién matematica son aguellas donde el unico criterio es
la adecuacién de la decisidn —el sistema de elaboracién de esta decisién puede quedar
totalmente implicito, asi como su justificacidon. No hay, a ese respecto, restriccion élguna: ni
de formulacién ni de validacion. Es la dialéctica més general, las otras son sélo casos

particulares.

Ella desemboca en la construccién, en el sujeto, de regularidades, de esquemas, de modelos

de accidn, los mas frecuentemente inconscientes o implicitos.
2.3.4. Dialéctica y obstéaculos.
Bien enterdido, ninguna de esas dialécticas es independiente de las otras, al contrario.

La formulacién se facilita, a menudo, si existe un modelo implicito de accidn: el sujeto sabe

formular mejor un problema que ha sabido resolver.
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La accidn se facilita mediante una formulacidn conveniente (como lo ha mostrado Vigotski).
El lenguaje “recorta” la situacién en objetos y relaciones pertinentes. La accién proporciona

un tipo de validacidn implicita fundamental y Ia formulacién, otro.

Pero inversamente, cada dominio puede obstaculizar un progreso dentro de los otros. Ciertas
cosas se hacen mejor de lo que ellas dicen. Los modelos implicitos toman mejor, juntos, un
gran numero de datos y son mas déciles, més faciles de re-estructurar. Las condiciones
demasiado favorables a la accion vuelven initil la explicacién: por ejemplo, en tanto que se
utilizaron los sistemas sexagesimales babilénicos para los célculos astronémicos, el punto no
se impuso, ni el nombre de la unidad de referencia, pues un error de 1 a 60 era impensable

para quien sabiz de lo que hablaba.

Igualmente, un lenguaje demasiado ficil de manejar puede bloquear por muche tiempo una

reformulacidén necesaria... (Es el obstéculo verbal de Bachelard).

El franqueamiento de un obsticulo implica, muy a menudo, a la vez una re-estructuracién de
los modelos de accion, del lenguaje y del sistema de pruebas. Pero el dialéctico puede
precipitar las rupturas, favoreciendo la multiplicacién y la alternancia de dialécticas

particulares.

Nos hemos entretenido demasiado sobre las generalidades. No es posible comprender las

relaciones reciprocas de los obstaculos y de los problemas sin un estudio especifico.
3. Problemas en la Corstruccién del Concepto de Decimal.
3.1. Historia de los decimales.

3.1.1. No es posible, en el cuadro de este articulo, presentar una epistemologia de los

decimales. Tal epistemologia queda por hacerse.

Es dificil a causa del “reguero” sobre quince o veinte siglos, de hechos a tomar en cuenta. En
cada “etapa” uno cree que no hay mas que un paso a franquear, pero no es asi, y es raramente
por falta de haber tratado. Hay que comprender lo que ese paso tenia de inconcebible; y a

menudo, también lo que ¢l hacia perder con respecto al estado precedente.

3,12, Los chinos tenian un sistema de medida decimal en et siglo XIIT A. C.; los babilonios,

la numeracién de posicién; los pitagéricos concebian el conjunto de las fracciones, y

c.—— A .
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Arquimedes ha contribuido a concebir las fracciones como razones; sin embargo serd
@ necesario esperar a los arabes (Abu'l-Wafa, 2* mitad del siglo X) para ver la nocidn de razén
aplicarse a las fracciones y esa razdn tenderd a identificarse a los niimeros. Pero hay que

- esperar a Al Kashi (1427) e independientemente a S. Stevin (1585) para que los decimales

aparezean.

3.1.3. Este ultimo utilizaba la misma notacién para el estudio de los nimeros geométricos —~de
hecho, los polinomios con coeficientes enteros— y no es por azar. Se habian utilizado los
decimales antes de él (Bonfils de Tarascén (1350); Regiomontanus (1563)...). Pero él es el
primern en proponer substituir las fracciones decimales a las fracciones racionales y de
denotarlas de manera de permitir llevar los célcules a las reglas conocidas en los naturales,
“cosa tan simple que no merece el nombre de invencién”, dice modestamente este nativo de
Brujas; ella “ensefia facilmente a expedir por niimeros enteros, sin ‘rompuz’, todas las cuentas
que se encuentran en los negocios de los hombres”. Pero ve todo el interés y pide que “se

ordene ademaés la susodicha décima particién a fin de que cualquiera que quisicra la pudiese

3.2. Historia de la ensciianza de los decimales.

3.2.1. La “vulgarizacién” de los decimales se convierie entonces en un problema de didactica,
- y serén necesarios dos siglos para franquear el primer paso: Goban en 1711 nos da cuenta en
J una obra destinada a los mercaderes; D’ Alembert, en 1779, presenta en la Enciclopedia {en ¢l
- articulo Decimal) la cuestién en su forma matemaética. En la edicién de 1784 el Abad Bossut
presenta los decimales a la manera de un naturalista: son enteros con un puntc para presentar
las medidas. El aspecto fraccién decimal es relegade en un “apéndice”. Una fractura se
anuncia entre las fracciones decimales y los “decimales populares” a los algoritmos, tan
‘maravillosamente simples, que van a permitir vulgarizar totalmente la contabilidad comercial.
La cueétién no estd regulada por la decisién de la convencién; lo que estd en juego es
demasiado grande a todo lo largo del siglo Xix, el aspecto politico del problema didactico se
impone: hay que luchar. Asi, Carlos X reintroduce nuevas medidas de longitud de 6 nuevos

pies y no conserva del sistema métrico mas que sus normas arbitrarias.

Aw 3.2.2. Los esfuerzos de vulgarizacion fueron facilitados por la eleccién del sistema métrico.
La generosidad de las intenciones revolucionarias ha conducido a ensefiar los “mecanismos”

independientemente de las justificaciones matematicas (habia que lograr, en tres aiios, dar

- T TS SULICTEITNE PrOPOTIeT S CrCICIoS UOIRE,; 8 14 Vez, se CRmoTT O U v se fr tnlica por gpa, T T
) P 7 *Digitalizado por: 1.S.C. Hector Alberto Yurribfartes Cetino

potenciade 10 para pCI’CibiI’lO), hturrubiartes@beceneslp.edu.mx




todo lo que era esencial para el ciudadano). Esas conquistas del siglo XIX van a crear

@ obstaculos en el siglo XX, en el cual ya no se trata de comunicar la instruccién, sino de educar,

‘de hacer comprender.

Los métodos activos, aplicados al sistema métrico van a hacer, progresivamente, desaparecer
Al Aase . ; < PN R

¢l decimal en tanto que razén, que fraccién, quedaba algo a propdsito de los cambios de
unidad, pero la eficacia paia unos, la no directividad de otros, contribuyen a hacer desaparecer

los dltimos discursos justificadores.

3.2.3. Hoy, en Francia al menos, la ruptura esti consumada oficialmente. Los programas de
1970 han introducido una construccién (no acabada) de los racionales que consiste en

construir esas excelentzs aplicaciones a partir de los malos operadores que son los naturales.

Esta construccidn no sirve para nada, ni a la introduccidn ni a 12 comprensidn, ni al estudio de
los decimales: dos continentes se han separado. Y lo son sobre todo en las concepciones

mismas de los maestros y de los padres.
! 3.3. Obstaculos didacticos a la construccion de los decimales.

Asi, una renovacién de la ensefianza de los decimales se librard hoy a numerosas dificultades
técnicas y socio-econdmicas: jcudl serd el precio? No hemos querido estudiar méas que las

cuestiones de epistemologia experimental en condiciones escolares normales para el nifio.

También, las soluciones que estudiamos no son aplicables, en el actual estado de cosas, por el
conjunto de los maestros. No podemos dar aqui en detalle el analisis de todos los obstaculos,
sugiero al lector un texto en preparacion, actualmente. Por lo tanto, me contentaré con evocar

los més importantes.

3.3.1. El hecho de ligar los decimales con las medidas conduce a hacer que ¢l alumno los
considere como una tercia (n, p, U): por una parte un enterc n y por otra parte una divisién por
10p, es decir un cambio de unidad, y una unidad u: 3.25 metros, 325 centimetros expresados

€n metros.

La practica de los “cambios de unidad” hacen que p y u mantengan relaciones privilegiadas
) 4 (es suficiente proponer ejercicios donde, a la vez, se cambia de unidad y se multiplica por una

potencia de 10 para percibirlo).
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El decimal funciona como un entero y ya no es desprendible de una unidad: el objeto no es el
decimal sino la magnitud fisica. El alumno no puede entonces interpretar el producto de dos
decimales mas que en el caso, por ejemplo, del producto de dos longitudes, lo que lo lleva a
los obstéculos bien conocidos de los niimeros concretos: tendrd problemas para concebir a’ +

ay arrastrara implicitamente las ecuaciones a las dimensiones.

Los decimales seran limitados implicitamente al rango de las unidades mas pequefias

practicadas regularmente (o aun, tendran dos cifras después del punto, como los francos).

El nifio razona como si exisiieran atomos simplemente mas pequefios que ia incertidumbre

tolerable sobre jas medidas y como si todos tos nimeros fueran nimeros enteros.

3.3.2. 3.25 es 325 con la centena como unidad, dicen los comentartos coficiales; todas las
relaciones topoldgicas van a ser perturbadas y por mucho tiempo: el nifio no encontrara un
decimal entre 3.25 y 3.26; pero en cambio, encontrard un predecesor en D para 3.15: éste serd
3.14, etc.,... Atn si él corrige su respuesta sobre tal o tal punto, los razonamientos intuitivos
van a ser gutades por ese modelo errdnec (encontraremos errores sobre este punto, como el

sefialado antes, hasta la universidad).

Esta asimilacion a los naturales serd evidentemente reforzada por el estudio de las operaciones
bajo la forma de mecanismos, es decir de acciones que se efectian de memoria, sin

comprender, como en los naturales, con solamente un pequefio complemento para el punto.

De cabeza, el célculo seguird otra pendiente. Se calculard el producto de la parte entera y el de

la “parte decimal” y se pegaran los pedazos:

-

(0.4)* = 0.16, pero (0.3)° = 0.9 y algunas veces (3.4)> =9.16.

Es, todavia, el efecto de la medida: lo que mas cuenta es la parte entera; la parte decimal hace

lo que puede.

3.3.3. Evidentemente, la asimilacidn a los naturales no va a pasar sin dificultad en el caso de
ciertas divisiones que arriman ¢l desorden en el edificio, pero el modelo no sera rechazado por
ello; seran los numeros que “no son exactos” de los que uno huira, indices de que uno se ha

equivocado en alglin lado. Se aproximardn, a lo mejor, se dird que “estan entre tal y tal

nlmeros” (sin definirios) pero el alumno les temera.
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La definicién implicita de los decimales “naturales con punto” hara que, para los alumnos, los

naturales no sean decimales, pero 0.333 serd un decimal,

Una de las peores consecuencias de este obstaculo serd, a menudo, el hacer pasar, a los ojos de
los alumnos, las tentativas demasiado timidas y demasiado tardias de franquearlos (en 4° por

gjernplo) mediante razonamientos y desvarios sin objetos.
3.4 Obstaculos epistemolégicos — Pian didactico.

Los obstaculos arriba mencionados son todos e origen didactico. Los verdaderos obstaculos

epistemolégicos e histdricos son otros.

3.4.1. Se trata en principio de simetrizar N para la multiplicacién. Se pueden concebir algunas
fracciones, pero rapidamente se quiere poder obtenerlas “todas” y podé{*; al menos, sumarlas vy
multiplicarlas por un entero. Es indispensable, no el ensefiar la construccidn, sino plantear el
problema. Es necesario que el nifio vea que no puede “pasirsela” con los naturales y saque

todas las consecuencias, sobre todo acerca del orden.

. . ) .
Hemos mostrado que el nifio a los 10 afios, puede inventar Q para resolver ese problema (ver
mis adelante el problema de las hojas de papel). Yo no creo que D pudiera satisfacerlo en ese

momento y no veo como y por qué ¢él lo inventaria.

3.4.2. En cambio, una vez construido (Q",+,<) y colocado frente a la necesidad de ordenarlos,
por gjemplo, o de sumar muchas fracciones, el nifio puede ser conducido a utilizar, de
preferencia, las fracciones decimales y a ver que ellas “aproximan™ las otras fracciones (que D
esta dentro de Q). Hemos mostrado también que esto es posible con la ayuda del “problema

del explorador” y la dialéctica que de ahi se sigue.

El problema es inverso del precedente. Se trata, ya no de inventar y de combinar los
elementos de un conjunto desconocido y nuevo, sino al contrario, de aproximar un conjunto

conocido con una subfamilia bien escogida.

3.4.3. Un texto por aparecer dari e! detalle de los 25 “problemas” que constituyen la dialéctica

(que dura 60 horas), pero soy opucsto a extraer de su contexto los ¢jemplos que doy en el

parrafo siguiente con comentarios insuficientes:

*Todo ahi es cuestién de equilibrio. Por ejemplo, si los nifios mecanizan el cilculo en Q, la

-
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mvencién de D tarda y su uso se dificulta. Si no es conocido suficientemente, D no se

construye ni se comprende.

*Hay, por ejemplo, que cuidarse de “reconocer” demarsiado aprisa las pricticas conocidas: los
nifios saben acotar un racional entre dos decimales tan vecinos como ellos quieran, mucho

antes de descubrir que esta prictica es “la division” y la de instituir en algoritmo.

*Sin embargo, no hay que dejar demasiado tiempo los grandes problemas al nivel implicite.
Las dialécticas de la formulacién y la organizacién frecuente de debates conduce al nivel

consciente aquello que debe ser sabido.

3.4.4. El segundo gran obsticulo, es la concepcidn de los racicnales y de los decimales en

tanto que razones, en tanto que aplicacionss lineales que operan dentro de Q.

En una situacion propicia (ver el problema del rompecabezas) los nifics construyen este
conjunto de aplicaciones primero; luego, otros que serd necesario designar: las fracciones o

los decimales o los naturales se prestarén a esta designacién.

La suma, la comwposicion de esas aplicaciones, luego la descomposicién sobre D,

proporcionaran un modelo unificador de Q, de Ny de D.

3.5. Tres ejemplos de problemas que permiten el franqueamiento de obstaculos.

3.5.6. El problema de las hojas de papel (lecciones 1 a 3).

Es un problema de comunicacién; los nifios deben inventar un lenguaie para indicar a sus
compdfieros de cual montén han escogido una hoja de papel. El juegoe se juega realmente: los
nifios buscan un sistema para designar el espesor de las hojas. Después de algunos intentos,
ellos imaginan hacer un pequefio monton del cual se puede medir el espesor con un doble

decimetro. Envia el nimero de hojas y el espesor (entero); ¢jemplo (19; 3).

Es un ejemplo de dialéctica de la formulacién. Los errores, las contestaciones, las
comparaciones; los conducen a explicitar las condiciones de empleo de esas parejas:

equivalencia, errores de medicion... y a designar las clases.

Los problemas de prevision (;cudl sera el espesor de un cartdn obtenido al pegar tal, tal y tal
hoja?) donde el criterio de éxito es la experiencia y la aceptacién por todos los nifios, los
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debates cientificos (;las parejas son nitmeros?) conducen a los nifios 2 explorar Q'
3.5.2. El problema del explorador (lecciones 12 a 15).

Dos jugadores (o dos equipos) se enfrentan. Cada uno escoge una fraccién comprendida entre
(0y 10), la cual esconde al otro jugador; ejemplo:
Aescoge2 ~ y B, 45

3 10

Por turno, los jugadores escogen un intervalo y lo proponen.

Ejemplo: A escribe [3; 4]. Si la fraccion de B pertenece al intervalo éste anuncia: “td me ves”.

Si estd en el exterior, “ti no me ves”. Si estd en el origen del intervalo, “th me atrapas”.

Aqui, B dice: “tu no me ves”.

Para comparar sus fracciones, los alumnos “convierten al mismo numero de hojas” (operacién
conocida sin ser mecanizada). El ganador es aquel que, cuando el juego se para, “ve” al otro
dentro del intervalo més pequefio. Al principio, los nifios creen poder adivinar todas las
fracciones. Desarrolian estrategtas de filtracion (la filtracion lineal y decimal aparecen).

Distinguen fracciones faciles y dificiles de atrapar.

Toda la topologia de Q" se establece contra la de N, en una dialéctica que podria hacer pensar

a la del obtis y la coraza.

3.5.3. El problema del rompecabezas (leccidn 25). :

“He aqui rompecabezas de TANGRAN como los que ustedes han utilizado en el club de
matemdticas. Fabriquen algunos semejantes, més grandes. Por ejemplo, este lado mide 4 cm.,
su.imagen deberd medir 7 cm. Trabajen por equipos, perc repartanse el trabajo, verifiquen

enseguida que el rompecabezas funciona como se debe”.

Por supuesto, si f (atb) # f (a) + f (b), el resultado no sera, visiblemente, bueno. De lo cual se

siguen discusiones, nuevos intentos, rechazo de modelos defectuosos como f(a) =a +k.

. . - . B . - . 2 2 .
Las condiciones que debe satisfacer la aplicacion lineal (de Q° en Q) que éstas sean la
conservacion de los angulos o la condicion sobre la suma de las imagenes, son fatalmente

puestas a prueba, formuladas.
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matematica que funcionan con €xito en ese subconjunto de situaciones y para determinados
valores de sus variables didécticas, pero que no son eficaces e, incluso, provocan errores
al utilizarse en otro subconjunto de situaciones o al modificar las variables didacticas de
la situaciones consideradas. Una concepcidn tiene, por tanto, un campo de problemas en
el que funciona y otro campo de problemas en el que no permite resolver o, al menos,
dificulta la resclucién. De manera que la ampliacién del campo de problemas va a obligar
a la concepcién a evolucionar, modificando alguno de sus aspectos, para adaptarse a las
nuevas situaciones.

Pero, dentre de esta perspectiva y desde un punto de vista teérico, pueden plantearse
otras alternativas a la evolucién de concepciones. Por ejemplo, podria darse el caso de que,
acerca de una misma nocién matemética y en un mismo sujeto, aparecieran dos concep-
ciones contradictorias ligadas a dos subconjuntoes de situaciones diferentes, lo que, tarde o
temprano, obligarfa al sujeto a integrar las dos concepcicnes limando los aspectos contra-
dictorios o a rechazar una de ellas. También podrfamos encontrarnos con una concepeién
a la que ya no fuera posible hacer evolucionar para que asumiera nuevos campos de pro-
blemas, en cuyo caso no quedaria mds alternativa que el rechazo™de la concepcién y su
sustitucién por otra. o

En estos casos, en los que la ampliacién del campo de problemas exige la sustitucién
de la concepcién antigua, valida hasta ese momento, por una nueva y, ademds, el sujeto
que la posee se resiste a rechazarla y trata, a pesar de la constatacién de su fracaso, de
mantenerla, de adaptarla localmente, de hacerla evolucionar lo mencs posible, se dice que
la concepcidén es un obstéculo. Y esa concepcién obstdculo se pondra de manifiesto a través
de los errores que produce, errores que no seran fugaces ni errdticos, sino reproductibles y
persistentes. '

Brousseau expone sus primeras ideas sobre las nociones de concepcién y obstiaculo en
diferentes articulos (1980, 1981, 1983, 1988, 1985%a, 1989b). Entre ellas figura una clasifi-
cacién de los obsticulos atendiendo a que su origen se situe en uno u otro de los polos
del sisterna didéctico -alumno, profesor y saber- o en la sociedad en general, lo que le
permite distinguir entre obstdculo ontogenético, diddctico, epistemoldgico o cultural. En
particular, califica un 6bstéculo de epistemolégico si se puede rastrear en la historia de
las matemdticas y la comunidad de matemadticos de una determinada época ha tenido que

tomar conciencia de él y de la necesidad de superarlo. En este caso, el rechazo explicito
de! obstaculo forma parte del saber matematico actual.

. Por otro lado, Durcux (1982) propone una lista de condiciones necesarias para poder
calificar de obstaculo a una concepcién. Esta lista, con algunas modificaciones introducidas
por Brousseau, es la siguiente:

a) Un obst4culo serd un conocimiento, una concepcidn, no una dificultad ni una falta de
conocimiento.

b) Este conocimiento produce respuestas adaptades a un cierto contexto, frecuentemente

reencontrado.

¢) Pero engendra respuestas falsas fuera de este contexto. Una respuesta correcta y uni-
versal exige un punto de vista notablemente diferente.
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d) Ademds, este conocimiento resiste a las contradicciones con las que se le confronta y al
establecimiento de un conocimiento mejor. No es suficiente poseer un conocimiento mejor para
que el precedente desaparezca (lo que distingue la superacién de obstaculos de la acomodacién
de Piaget). Es pues indispensable identificarlo e incorporar su rechazo en el nuevo saber.

e) Después de tomar conciencia de su inexactitud, el obst4culo continua manifesténdose
de forma intempestiva y obstinada. (Brousseau, 1989a, p. 43)

Como podemos ver, en la teorfa de situaciones la nocién de obstaculo epistemoldgico
queda englobada en una categorfa mas amplia, la de obstdculo, que a su vez es un caso par-
ticular de otra nocién m4s general, la de concepcién. Ademas, la definicién de obstéculo
epistemoldgico conlleva, implicitamente, el establecimiento de un paralelismo entre las
concepciones obstdculo que peseen los alumnos actuales y determinados conocimientos y
saberes histéricos que han obstaculizado 1a evolucién de las mateméticas y cuyo rechazo ha
side incorporado al saber trasmitido. Esto induce a extender el concepto de concepcién uti-

lizdndolo también como significante del estado de conocimiento propio de los matemaéticos -
de otras épocas. ' -

Aparece asi el término ‘concepcién histérica’ para referirse a la concepcién que de-
terminado matemadtico de otra época ha podido tener de una cierta nocién matematica,
siempre que esa concepcién sea relevante, es decir, que represente la forma de pensar de
una parte significativa de la comunidad de matemadticos de su tiempo. La determinacién de
estas concepciones histéricas se hace a partir de la lectura de la obra escrita del matematico
considerado.

2. Obstaculos epistemoldgicos en los nimeros negativos: la aportacién de Glae-
ser

La primera referencia a obstéculos epistemolégicos en los niimeros negativos aparece en
un articulo de Glaeser publicado en 1981. En él, el autor manifiesta su intencién de buscar
los obstaculos que se oponen a la comprensién y aprendizaje de los niimeros negativos. Para
ello, y haciéndose eco de la “sorprendente lentitud” del proceso histérico de construccién
del concepto de niimero negativol, busca los vestigios de esos obstdculos en el pasado,
analizando, mediante una técnica de comentario de textos, lo que los matemadticos de
distintas épocas® dijeron sobre dichos nimeros.

1 La lectura de los textos citados por Glaeser muestra que desde la primera formulacién de la regla de
los signos, hecha por Diofanto, hasta mediados del siglo XIX, se utilizan de continuo unos entes, los ahora
llamados ndmeros negativos, que eran necesarios en muchas ramas de las matemaéticas (dlgebra, anélisis,
geometria analitica, trigonometria, etc.), pero que la comunidad matemaética no sabfa como encajar dentro
de su cuerpo tedrico. Los nimeros negativos se usaban cor profusién y sin dificultad, pero cuando los
grandes matemdticos se vefan obligados a dar explicaciones sobre su naturaleza, 1o hacfan en unos términos
diffcilmente concebibles hoy en dfa.

z Se citan textos de: Diofanto, Stevin, Descartes, Mc Laurin, Clairaut, Euler, Cramer, D'alembert,

Carnot, Laplace, Cauchy y Hankel.
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Ahora bien, aun cuando Glaeser empieza su articulo refiriéndose a la nocién de
obstéculo en Bachelard y Brousseau, enseguida aclara que considera prematuro precisar
demasiado el término ‘obstdculo’ y que lo utiliza con un sentido amplio, equiparandolo
a ‘dificultad’, ‘umbral’, ‘sintoma’, etc. En estas condiciones, el autor considera que en la
evolucién histérica de ia nocién de niimero negativo desde sus primeras emergencias hasta
el concepto actual, se pueden constatar lo$ siguientes obstdculos:

- Falta de aptitud para manipular cantidades negativas aisladas. Indica con esto el he-
cho, observable en la obra de Diofanto, de que la necesidad de efectuar calculos algebraicos
con diferencias y, en particular, la necesidad de multiplicar dos diferencias, le lleva a enun-

ciar la regla de los signos y, sin embargo, no acepta la existencia de ntimeros negativos
aislados.

- Dificultad para dar sentido a las cantidades negativas aisladas. En la obra de algunos
matematicos (Stevin, D’Alembert, Carnot y, posiblemente, Descartes) se constata que
conciben la existencia de soluciones negativas de las ecuaciones, las “ven” y las tienen
en cuenta, pero no pueden aceptarlas como cantidades reales y las justifican diciendo, por
ejemplo, que son cantidades ficticias que expresan un defecto en el enunciado del problema.

- Dificultad para unificar la recta real. En el intento de sobrepasar el obstdculo anterior
interpretando las cantidades negativas como cantidades reales, se observa que algunos
matematicos (McLaurin, D’Alembert, Carnot y Cauchy) concebian los negativos y los
positivos en términos antindémicos: “lo negativo” neutralizaba, se oponia a “lo positivo”,
pero era de naturaleza distinta. Es decir, la cantidad negativa era tan real como la positiva,
pero estaba tomada en un sentido opuesto. Esta heterogeneidad que se establecia entre
negativos y positivos no facilitaba su unificacién en una tnica recta numérica y, en cambio,
favorecia el modelo de dos semirrectas opuestas funcionando separadamente.

- Lo ambigiiedad de los dos ceros. Glaeser se reflere con esto a las dificultades que
hubo entre los matemdticos (Stevin, McLaurin, D’Alembert, Carnot, Cauchy y, quizi,
Euler y Laplace) para pasar de un cero absoluto, un cero que significaba la ausencia de
cantidad de magnitud, a un cero origen elegido arbitrariamente. Uno de los razonamientos
més extendidos entre los matemadticos que se oponfan a la consideracién de las cantidades
negativas como cantidades reales y no como meros artificios del célculo, era que no se podia
admitir la existencia de cantidades que fueran “menos que nada”2.

- El estancamiento en el estadio de las operaciones concretas. La superacién de los
obstaculos anteriores permite aceptar los niimeros negativos como cantidades reales y justi-
ficar su estructura aditiva, pero no asf la estructura multiplicativa. El problema de justificar
la regla de los signos lo resolvié definitivamente Hankel en 1867, cuando propuso prolongar
la multiplicacién de R* a R respetando ur principio de permanencia que conservaré de-
terminadas “buenas propiedades” de la estructura algebraica de los reales positivos. Esto,
a juicio de Glaeser, supone un cambio total de perspectiva en la resolucién del problema:

3 Hay que tener en cuenta, como muy bien sefiala Glaeser (1981, p. 239), que el establecimiento de
las escalas de temperatura Celsius o Réaumur, uno de los hechos que pudo contribuir a Iz aceptacién de
un cero origen y de cantidades por debajo de cero, fue bastante tardfo. Réaumur realizé sus primeros
termémetros en 1730 y Celsius en 1742, pero tardaron casi un siglo en popularizarse,
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Ya no se trata de descubrir en la Naturaleza ejemplos précticos que “expliquen” los
nimeros enteros de un modo metafSrico. Estos nimeros ya no son descubiertos, sino inven-
tados, tmaginados. {Glaeser, 1981, p. 337)

Se trata, por el contrario, de una justificacidn puramente formal basada en necesidades
internas de las matemaéticas.

Al hecho de creer que una nocién matemética debe tener un referente en el mundo
fisico que le dé sentido y a partir del cual se puedan justificar sus propiedades, es a lo que
Glaeser parece llamar “estadio de las operaciones concretas”. Esta creencia se relaciona,
segin el autor, con una corriente ideolégica muy amplia que se inicia en los Elementos
de Euclides e impregna todo el pensamiento matemadtico hasta fines del siglo XIX. Se
caracteriza por suponer que los objetos matematicos son objetos del mundo fisico que han
sido suficientemente idealizados para poder insertarlos en un discurso hipotético-deductivo,
lo cual permite que alli donde ese razonamiento deductivo ro alcanza, pueda recurrirse al
“pensamiento natural”, el “sentido comin” o la “intuicién” como medio de justificacién del
discurso matematico. Pero esta forma de entender las mateméticas, que posee indudables
ventajas, también tiene serios inconvenientes, como el qué se plantea cuando a través del
razonamiento deductivo se demuestran propiedades que repugnan a la “razén natural”.
Glaeser atribuye a matemadticos como Stevin, Euler, D’Alembert, Carnot y Laplace este
tipo de ideologfa, mientras que la postura de Hankel representa la superacién del obstaculo.

- Deseo de un modelo unificador. Es el deseo, largamente sentido por la comunidad
matemadtica, de encontrar un buen modelo concreto que justifique tanto la estructura adi-
tiva como la multiplicativa de los nimeros enteros y que pueda ser comprendido con relativa
facilidad por las personas que estdn en vias de aprenderlos. Su existencia hubiera evitado la
necesidad de superar el obstéculo anterior, pero hasta hoy no ha sido encontrado y los que
se utilizan habitualmente en la ensenanza, como, por ejemplo, el modelo de ganancias y
pérdidas, sélo explican satisfactoriamente la estructura aditiva, pero a costa de convertirse
en un obstaculo para la comprensién de la estructura multiplicativa. También aqui la obra

de Hankel ha supuesto la superacién del obstaculo al rechazar la bisqueda de un modelo
explicativo de los enteres.

Glaeser concluye diciendo que serfa necesario realizar experiencias con los alumnos
para comprobar si alguno de los obstaculos puestos en evidencia en el estudio histérico se
reproduce en los procesos de ensefianza actuales. Afiade también que su investigacién pone
de manifiesto que los modelos concretos, habitualmente utilizados en la ensefianza de los
ndmeros enteros, son un obstéculo para la comprensién de su estructura multiplicativa.

3. Obst4aculos epistemolégicos en los niimeros negativos: otras aportaciones

Son varios los autores que, a raiz del trabajo de Glaeser, discuten el tema de los
obstéculos epistemolégicos en los nimeros negativos. Entre ellos, Duroux (1982) hace hin-
capié en que la definicién de obstéculo epistemolégico propuesta por Brousseau exige que
el ebstéculo sea un conocimiento, no una falta de conocimiento. Teniendo esto en cuenta,
Duroux considera que los dos primeros obstaculos epistemolégicos propuestos por Glaeser:
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la “falta de aptitud para manipular cantidades negativas aisladas” y la “dificultad para
dar sentido a las cantidades negativas aisladas”, no debieran ser considerados como tales
pues sélo indican un déficit de conocimiento.

Sin embargo, la “dificultad para unificar la recta real”, puede ser, segiin Duroux, un

sintoma. de una posible concepcidén obstéculo caracterizada por considerar a los nimeros
negativos como objetos de naturaleza distinta a los positivos. Afade, ademds, que la con-
cepcion del nimero como expresion de la medida de una cantidad de magnitud, concepcion
trasmitida por la ensefianza elemental, puede estar en la base de la diferente consideracién
de positivos y negativos, dado que entonces el nimero negative sélo puede interpretarse
como una medida “a la inversa”, como un objeto compuesto de dos partes: el signo — y una
medida, mientras que el positivo representa, sin mas, una medida. Esto puede llevarnos a

interpretar los niimeros enteros negativos como algo radicalmente distinto de los niimeros
naturales y no como su prolongacién.

Brousseau {(1983) argumenta en la misma linea que Duroux, insistiendo en que hay
que distinguir entre un “obsticulo” y una “dificultad”, sugiriendo que lo que propone
Glaeser son “dificultades” que pueden servir como punto de partida para la bisqueda de
los verdaderos “obstaculos”: -

Muy a menudo, es entre las “dificultades” donde hay que buscar los indicios de los
cbstdculos, pero para satisfacer la primera condicién que dice que un obstéculo es un cono-
cimiento, el investigador deberd hacer un esfuerzo para reformular la “dificultad” que estudia
en términos, no de una falta de conacimiento, sino de conocimiento (falso, incompleto. .. ).
(Brousseau, 1983, p. 190)

Pero ademas es necesario establecer, no sélo los errores, dificultades y resistencias que
ese obstaculo produce, sino también el dominio donde se revela eficaz:

Y hay que hacer notar que no basta con identificar las dificultades y los fracasos del
conocimiento-obst4culo, sino también, y sobre todo, sus éxitos. (Brousseau, 1983, p. 192)

"En el intento de encontrar el obstéculo u obstdculos que puedan estar detrds de esas
dificultades, Brousseau (1983, p. 191) hace la hipdtesis de que el empleo de niimeros con
signo se generalizd al atribuir arbitrariamente el estatuto de “positivo”™ o “negative” a las
medidas de las cantidades de magnitud, segin el papel que representaban en la situacién.

Por ejemplo, dependiendo de la situacién, la entrada y salida de productos en un co-
" mercio puede notarse positiva o negativamente. Esos nilimeros, considerados aisladamente
son nimeros sin signo, puesto que representan medidas de magnitudes; el signo es algo
circunstancial, provisional, que sirve para indicar la oposicién de unas cantidades respecto
a otras en el transcurso de la accién. Asi pues, el cardcter “relativo” de los niimeros positivos
y negativos pudo jugar un papel importante en su creacién y aceptacién y suporer un
obstédculo a una concepcién que asuma el signo como algo intrinseco al propio niimero.

También retoma la propuesta de Duroux, respecto a que la concepcién de los niimeros
negativos como objetos de naturaleza distinta a los positivos pudo ser un obstdculo a la
homogeneizacién de los dos tipos de nimeros y su inclusién en una tnica clase: la de
los enteros, pero advierte de que, tanto la “relatividad de pasitivos y negativos” como
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“la diferente naturaleza de los negativos respecto a los naturales”, son sélo candidatos a
obstdculo y que su aceptacién como tales exige probar la resistencia de esas concepciones
a evolucionar y los errores repetidos que produjeron. Brousseau piensa que en el intento
de probar el cardcter de obstdculo de estas concepciones es muy probable que se haga
evidente la existencia de un obstéculo todavia més antiguo: “la concepcién del niimero como
medida”, es decir, la idea de que un objeto matemadtico s6lo puede recibir la consideracién
de niimero si representa o puede representar la medida de una cantided de magnitud.

Schubring (1986, 1988) realiza un trabajo parecido al de Glaeser, pero analizando,
sobre todo, textos escritos por matematicos alemanes. A la hora de explicar la dificil emer-
gencia del ndmero negativo, recurre también al término ‘obstéculo’, pero con un sentido
distinto al usado por los autores anteriores. Asf dice (1986, pp. 22-24) que las principales
causas de impugnacién de los nimeros negativos como objeto plenamente matematico
pertenecen a tres grandes categorias:

- Obstdculos internes a las matemdticas. Dentro de esta categoria sefiala la dificultad
para distinguir entre cantidad, magnitud y numero. Histéricamente, el concepto basico
de las matematicas ha sido el de cantidad, pero, hoy en dia, ese término ha dejado de
representar una nocidén matermadtica precisa, siendo sustituido por el de ndmero. A juicio de
Schubring, uno de los hechos que obstaculizé el proceso de conceptualizacién del nimero
negativo fue la tardia diferenciacion entre nimero, cantidad y magnitud que revela la
lectura de textos matemadticos franceses. Segin él, se trata de un fendmeno localizado
que no puede extenderse a otros paises como, por ejemplo, Alemania, donde un desarrollo
temprano del concepto de niimero, separado de los de cantidad y magnitud, evité parte de
las dificultades observadas en el pafs vecino.

- Obstdculos epistemoldgicos. Considera como tales, los que se refieren a:

Las epistemologias subyacentes a la trasmisién del saber cientifico a la sociedad en general.
Por “epistemologfa” se puede entender las concepciones sobre las condiciones de “existencia”
de las entidades matematicas. Estas epistemologias se presentan con la siguiente alternativa:

- una epistemologia sustancialista {u ontoldgica}, segin la cual los conceptos se justifican

por reduccién a unos entes a los que se concede una existencia semejante a la del mundo fisico;

- una epistemologia sistémica, donde la existencia estd justificada por la coherencia del
campo conceptual y los conceptos no deben satisfacer més que condiciones internas a las
) matemadticas. (Schubring, 1986, p. 23)
- * En opinién del autor, la opcién por una u otra de estas alternativas puede ser respon-
sable de alguna de las rupturas descritas en el 4mbito de los nimeros negativos. Se observa
aqui una cierta coincidencia entre Schubring y Glaeser respecto a un posible obstéculo, aun
cuando le dan nombres distintos: el primero le adjudica el término genérico de ‘obstéculo
epistemoldgico’, mientras que el segundo le llama ‘estancamiento en el periodo de las ope-
raciones concretas’.

- Arquitectura de las matemdticas. Se refiere con esto a una tercera categorfa de

obstdculos que tienen que ver con la importancia que en cada época se ha concedido a
las distintas ramas de las matemadticas, en particular, al dlgebra y a la geometria. El hecho
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de que las’dos tengan igual importancia favorece a nociones, como la de cantidad, inte-
gradoras de los dos 4mbitos, lo que perjudica el proceso de diferenciacién entre niimero y
cantidad; si se copsidera a la geometria como la rama mads importante de las mateméticas,
la cantidad se convierte en la nocién bésica de las matematicas y la de nimero es una
nocién subsidiaria; por wltimo, si es el 4lgebra la disciplina fundamental y la geometria
un campo de aplicacién del algebra, se tiene entonces la concepcién que sostuvo el pro-
ceso llamado de ‘aritmetizacién de las matematicas’ con el nimero como nocién bésica.
Schubring considera que muchas rupturas conceptuales pueden explicarse en términos de
concepciones sobre la arquitectura de las matemdticas.

Es evidente que la concepcién de obstéculo que maneja Schubring est4 muy alejada
de la propuesta de Brousseau. Parece que entiende por obstaculos ciertos conocirmientos
meta-matematicos que son, segin él, las causas dltimas de las rupturas observadas en
el proceso de evolucién del estatuto matemdtico de ciertas nociones; rupturas que, por
otra parte, queda sin definir en qué consisten y cémo se reconocen. Unicamente en la
primera categorfa de obstdculos que propone, los “obstdculos internos”, hace referencia a
conocimientos propiamente matemadticos y no de epistemologia de las matematicas, pero
enseguida anade que esta categoria no parece haber sido la causa principal de las rupturas
e, incluso, parece haber contribuido al lento progreso del estatuto matemadtico del niimero
negativo, dejando en manos de las otras dos categorias: los “obstdculos epistemoldgices” y
la “arquitectura de las matemdticas”, la responsabilidad de las tales rupturas.

Por otro lado, Brousseau califica de “epistemolégicos” a los obstdculos encontrados
en la ensefianza de las matemadticas si se constata que en alguna época histdrica la co-
munidad matemdtica tuvo que franquear ese mismo obstdculo y las huellas de ese hecho
pueden encontrarse en el discurso matematico actual. Sin embargo, Schubring utiliza di-
cho calificativo para referirse, como ya hemos dicho, a ciertas concepciones filoséficas sobre
las condiciones de existencia de los objetos matemdticos que, a su juicio, impregnan los
procesos de transmisién del saber matematico a la sociedad.

Todo esto nos permite constatar que la discusién sobre los obstaculos epistemolégicos
en los niimeros negativos tiene una dimensién mas profunda: la discrepancia sobre la na-
turaleza y utilidad de la nocién de obstdculo epistemoldgico en el dmbito de la didéctica

de las matemdticas. -

4, Resumen del estado de la cuestiéon

. Aun cuando la polémica de la que hemos dado cuenta en los apartados anteriores
se produjo hace ya bastantes anos, no ha habido desde entonces ninguna contribucidén
importante al tema. De hecho, la situacién en el momento actual podria resumirse en los
siguientes términos:

1) La nocidn de obstéculo epistemolégico ha seguido recibiendo interpretaciones diver-
sas y, en general, bastante alejadas del sentido inicial definido por Brousscau (Sierpinska,
1989; Artigue, 1990; Chevallard, Bosch y Gascén, 1997), mientras que en otros casos se ha
sustituido por nociones consideradas més apropiadas (Léonard y Sackur, 1990). Sin em-
bargo, el obstaculo epistemoldgico tal como lo concibe Brousseau no ha sido contrastado
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experimentalmente -la mayor parte de los investigadores que lo han utilizado lo han hecho
dandole un significado distinto del propuesto por él-, ni tampoco se han hecho objeciones
que justifiquen su abandono o sustitucién por otro concepto.

2) La propuesta de Glaeser sobre posibles obstdculos en la historia de los ndmeros
negativos a tener en cuenta en la ensefianza actual, al margen de las criticas ya comentadas,
no ha vuelto a discutirse. Los trabajos posteriores sobre epistemologfa del nimero negativo,
o bien no se expresan en términos de obstdculos, o bien hacen una utilizacién ambigua del
término en la que caben sinénimos como ‘dificultad’, ‘ruptura’, etc., o bien repiten con
pequenas matizacicnes lo ya dicho por Glaeser, Brousseau, Duroux o Schubring, pero sin
aportar pruebas gue justifiquen su postura. Por consiguiente, en estos momentos no hay
acuerdo sobre la existencia o no de obstdculos en la historia de los niimeros negativos, ni
sobre cuédles son éstos, supuesto que existan.

3) La determinacién de obsticulos en la historia de las mateméticas es interesante
desde el punto de vista diddctico si se constata su pervivencia en la ensefianza actual y, en
particular, en los alumnos actuales. Un obstdculo epistemoldgico es, ante tedo, una con-
cepcién detectable en un niimero significativo de alumnos que puede ser puesta en relacién
con ciertas concepciones histéricas. Sin embargo, no existen apenas investigaciones que
relacionen las concepciones de los alumnos sobre los niimeros negativos con las investiga-
ciones sobre obstéculos en la historia de dichos nimeros. Es mds, de hecho apenas existen
investigaciones sobre errores de los alumnos que se analicen en términos de concepciones.
La mayor parte de los cuestionarios pasados a los alumnos se limitan a aspectos muy
puntuales y no permiten relacionar entre si los errores relativos a diferentes aspectos del
nimero negativo.

Unicamente Coquin-Viennot (1985) e Iriarte et al. (1991) analizan los errores de los
alumnos en términos de obstéculos: la primera usando el concepto propuesto por Brousseau
y las segundas ddndole un sentido parecido al de Glaeser. Pero sus deducciones no han sido
confirmadas ni rechazadas por ninguna investigacién posterior. Otros investigadores como
Peled (1991) o Gallardo (1996) intentan también encontrar una coherencia en los errores
de los alumnos que los acerca a la bisqueda de concepciones, pero sin tener en cuenta la
posibilidad de los obsticulos.

4) Las conclusiones que se desprenden de los estudios sobre obstdculos epistemol6gicos
en los nimeros negativos hacen sospechar que una introduccién de los mismos o, més en
particular, de los niimeros enteros, por medio de modelos concretos?, que es la opcién més
elegida hoy en dia, puede resultar poco conveniente. Para empezar, no sélo es evidente
que, aun cuando dichos modelos justifican bastante satisfactoriamente la suma de enteros,
no ocurre lo mismo con el producto, sino que hay que afrontar la posibilidad, comentada
entre otros, por Glaeser (1981), Coquin-Viennot (1985) y Gobin et al. (1996), de que dichos

4 Son muchos los modelos concretos que se utilizan o se proponen en la ensehianza de los ndmerocs
enteros (deudas y haberes, temperaturas, fichas de dos colores, méviles que recorren un camino, etc.).
Bésicamente, pueden clasificarse en dos tipos: modelos de neutralizacién en los que dos nlimeros entercs

opuestos representan fuerzas que se neutralizan y modelos de desplazamiento en los que los niimeros enteros
representan desplazamientos a lo largo de un camino, en uno u otro sentido.

9

et

<L

Digitalizado por: 1.S.C. Héctor Alberto Turrubiartes Cerino

hturrubiartes@beceneslp.edu.mx




modelos sean incluso un obstéculo para la comprensién de la estructura multiplicativa de
los nimeros emteros.

Por otro lado, la hipédtesis de que varios de los obstéculos definidos -por Glaeser son
manifestaciones de un obsticulo més general: el de la concepcién del “nimero como me-
dida”, hipétesis formulada por Duroux (1982) y Brousseau (1983) y asumida, posterior-
mente, por otros varios autores (Coquin-Viennot, 1985; Schubring, 1986; Iriarte et al.,
1991, entre otros), plantea también dudas sobre si la utilizacién de modelos concretos estd
en consonancia con el tratamiento didactico que debe recibir un obstéculo. Sin embargo, la
posibilidad de que los modelos concretos resulten ser un obstéculo diddctico o contribuyan
a reforzar un obstdculo epistemoldgico tampoco ha sido estudiada en profundidad y, desde

luego, la bibliografia que se dedica a buscar y propaner esos modelos concretos, se olvida
o desconoce dicha posibilidad.

Ura vez hecho el resumen del estado de la cuestién, podemos pasar, sin mds dilacién,
a exponer los objetivos de nuestro trabajo. Son los siguientes:

1

Investigar los obstdculos en la historia de los ntimercs negativos utilizando para ello
el concepto de obstéculo epistemoldgico que propone Brousseau.

- Constatar si dichos obstdculos histéricos perviven en los alumnos actuales.

- Analizar en qué medida afectaria la existencia de obstdculos epistemolégicos a las
practicas habituales de ensefanza del mimero negativo y a las nuevas propuestas
didacticas.

- Verificar si el uso del concepto de obstaculo epistemolégico que propone Brousseau
nos lleva a obtener resultados que por otras vias no se han conseguido, lo que, de paso,
nos permitiria decidir si dicho concepto resulta ttil en la investigacién didactica.

- Profundizar en las condiciones histéricas que hicieron necesaria la aparicién y posterior
evolucién de los nimeros negativos, informacién que consideramos relevante de cara
al disefio de posibles génesis escolares de la nocion.

5. Algunas aportaciéhes al tema

Entre las aportaciones que, hasta el momento, creemos haber hecho al tema de los
obstaculos epistemoldgicos en la ensefianza de los nimeros negativos, podemos citar las
siguientes: :

\ 1) Sobre la metodologtfa precisa para determinar obstdculos en la historic de las ma-
temdticas '

El concepto de obstdculo epistemoldgico propuesto por Brousseau requiere ciertas
adaptaciones para poder ser utilizado en la historia de las matemadticas. De entrada, un
obstaculo es una concepcion, es decir, un conjunto de conocimientos y saberes que lleva a

un individuo a dar respuestas vélidas en un cierto campo de problemas, pero falsas o poco
adecuadas en otro. Esta formulacién permite distinguir concepciones en los alumnes por

‘medio de cuestionarios que ponen de manifiesto los errores que cometen y las dependencias

que se establecen entre ellos. Sin embargo, las concepciones de los matematicos del pasado
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s6lo pueden determinarse estudiando sus obras, y en ellas, como consecuencia del fenémeno

de la transposicién didéctica, apenas quedan huellas de los errores, vacilaciones, dificultades
o fracasos propios del proceso de creacién matematica.

Asi pues, la deteccién de errores no puede constituirse en el eje alrededor del cual se
establezcan las concepciones histéricas, sino que habra que buscar los indicios que nos pet-
mitan deducir las dificultades o fracasos que no suelen evidenciarse en los textos histéricos.
Uno de estos indicios es el campo de problemas que aborda la obra matematica considerada
y las técnicas que utiliza para resolverlos. Los limites de ese campo y las caracteristicas de
las técnicas empleadas pueden indicar zonas de dificultad, zonas donde la concepcién no
es eficaz, lo que nos ayudar4 a definirla.

Ahora bien, un obstdculo es ademés una concepcién que se resiste a evolucionar o a
ser sustituida por otra, incluso cuando se hace patente su fracaso. Establecer el cardcter de
obstéculo de una concepcién histdrica exige algo més que comprobar su eficacia o ineficacia
en un cierto campo de problemas, exige comprobar que, a pesar de las repetidas dificultades
que producia, la comunidad matemdtica se resistid por largo tiempo a abandonarla. Y en
este punto hay que tener en cuenta varios aspectos: o

- El hecho de que un determinado campo de probleinas no se aborde puede deberse,
bien a que los matemadticos de la época considerada lo han intentado, pero su concepcién
no les permite afrontar con éxito su resolucién, o bien a que ese campo de problemas no
forma parte de la preocupaciones matemdticas de dicha época. Hay que distinguir estos
dos casos porque en el primero nos podriamos encontrar ante una concepcién obstaculo,
mientras que en el segundo caso es més dudoso.

- La distincién entre conocimiento y saber. Cuando se estudian las obras matemaéticas
nos encontramos con que determinados conocimientos estdn en la base de algunas de las
técnicas usadas para resolver los problemas, pero no se explicitan, no se tratan como un
saber. La existencia de conocimientos que “se usan” pero de los que “no se habla”, puede
indicar que la concepcién tiene dificultades para integrar conocimientos necesarios para
resolver nuevos campos de problemas, lo que es un sintoma de obstdculo.

- Otra idea importante para caracterizar obstdculos en la historia de las matemaéticas
la aporta Gascén (1993) cuando propone que un obstdculo epistemolégico debe buscarse en
los origenes de una bifurcacién, entendiendo por tal un cambio en la naturaleza del trabajo
" matematico, tanto en lo referente a sus técnicas como al campo de problemas que aborda.
De esta manera liga y, por consiguiente, limita la existencia de obstdculos epistemolégicos
a los momentos de ruptura producidos en la evolucién histérica de las matematicas.

Por consiguiente, a la hora de caracterizar las concepciones histéricas hemos tenido en
cuenta las siguientes variables: campa de problemas, objetos de referencia, conocimientos,
saberes, limites de la concepcién y relacién de la misma con las matemdticas de su época
y de épocas anteriores y posteriores.

2) Sobre los obstdculos en la historia de los nimeros negativos

En primer lugar, hay que decir que, hasta ahora, las aportaciones epistemoldgicas al
tema se han hecho desde el punto de vista de estudiar la “historia de los ntimeros negativos”.
Solamente Brousseau (1983) y Lizcano (1993) hablan de algo que nos parece fundamental:
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no se puede interpretar la historia de las nociones matematicas en términos de una sucesién
de estados intermedios, defectuosos o incompletos, respecto 2 un ideal que se alcahza en
nuestra época. La conflictiva emergencia de los niimeros negativos pone de manifiesto la
existencia histérica de diferentes formas de negatividad matemética que, ni fueron, en su
momento, entendidas como niimeros, ni pueden interpretarse como un proceso continuo
que desemboca, inevitablemente, en el niimero negativo actual. Esto nos lleva a utilizar,
siguiendo a Lizcano, los términos ‘negatividad’ ¢ ‘formas de negatividad’ para indicar lo
que habitualmente se consideran antecedentes histéricos del niimero negativo.

Por tanto, nosotros no hablamos de concepcicnes histéricas de los ‘nimeros negativos’
sino de concepciones histéricas de la ‘negatividad matemdtica’, sin establecer a priori
una identificacién entre las formas de negatividad que esas concepciones revelan y los
nimeros negativos actuales. Esta precaucién nos ha permitido darnes cuenta de que esos
“antecedentes” no lo son sélo del niimero negativo, sino también de otras varias nociones
de las matemadticas actuales: traslaciones, vectores, recta real, segmentos orientados, etc.

El estudio de diferentes concepcicnes histéricas sobre la negatividad® pone de mani-
fiesto, a nuestro juicio, la existencia de dos concepciones obstculo: la primera, aparecida
en la matematica griega cldsica, se organiza alrededor de la diferencia entre cantidades en-
tendida como operacién de “sustraer de lo que previamente existe”; la segunda se establece
definitivamente en el siglo XVII, cuando se asume una interpretacién de la diferencia entre
cantidades en términos de variacién o diferencia orientada o relativa.

Los objetos de referencia de la primera concepcién obstaculo son, por una parte, los
nimeros naturales y las razones de nimeros naturales, entendidos ambos como medidas
absolutas de cantidades de magnitud, es decir, medidas en las que el cero representa la
ausencia de cantidad de magnitud y, por otra, la diferencia de nimeros naturales o de sus
razones con minuendo mayor o igual que el sustraendo, entendida como “sustraccién”. El
campo de problemas que aborda es el de los problemas aritméticos en Q1 o R, resueltos
con técnicas algebraicas en las que intervienen operaciones con diferencias o con sumandos
y sustraendos. No se asume la existencia de una diferencia con minuendo menor que el
sustraendo, ni la existencia de un sustraendo aislado y el dlgebra estd subordinada a la
aritmética y es simplemente una herramienta de resolucion de los problemas aritméticos.

En la segunda concepcién obsticulo los objetos de referencia son, por un lado, los
nimeros con signo entendidos como medidas relativas de cantidades de magnitud -medidas
referidas a una cierta cantidad de magnitud tomada como origen a la que se adjudica la
medida cero-, o entendidos como medidas orientadas -medidas a las que se afiade un signo
que refleja una cierta cualidad bivalente de la magnitud-; por otro lado, las diferencias
de nimeros positivos con minuendo mayor, menor o igual que el sustraendo, entendidas
como variaciones o “diferencias” orientadas. Esta concepcién permite “dar sentido” y,
en consecuencia, aceptar las soluciones negativas de las ecuaciones, lo que autoriza el
desarrollo de la teorfa de las ecuaciones algebraicas, pero no justifica la estructura ordinal
ni multiplicativa de R.

5 Concretamente se estudian las que aparecen en la Arithmetica de Diofanto (siglo 11 d.C.), los Nueve
Capttulos del Arte Matemdtico de Liu Hui (siglo I11 d.C.), el Triparty en la science des nombres de Chuquet
(1484), el Treatise of Algebra de McLaurin (1748) y A treatise on Algebra de Peacock (1830).
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3) Sobre la necesidad de tener en cuenta los obstdculos histdricos en la ensefianza de
los niimeros negativos

Los modelos concretos que se utilizan para introducir el nimero entero funcionan
como metéaforas o analogfas: se supone que el modelo “se parece” al niimero entéro vy,
como consecuencia, las reglas de funcionamienfo del modelo, supuestamniente familiares al
alumno, pueden extenderse al sisterna de los ntimeros enteros®. Ahora bien, los objetos
que componen esos modelos concretos, o bien son magnitudes orientadas o relativas que se
neutralizan, o bien son desplazamientos o posiciones en uno u otro sentido de recorrido. Por
consiguiente, las propuestas de ensefianza de los niimeros negativos basadas en modelos
concretos, aun cuando pueden ser adecuadas para franquear el primer obstdculo episte-
molégico, refuerzan a cambio el segundo obstdculo epistemoldgico, precisamente, aquel
que fue necesario superar para construir el concepto actual de nimero negativo.

Pero ademds, histéricamente la negatividad surge en el contexto del dlgebra y son las
necesidades del cdlculo algebraico las que determinan las reglas de manejo de los ntimeros
con signo. De manera que en las distintas concepciones histéricas sobre la negatividad no
son los aspectos seménticos los que determinan la sintaxis de dichos iiimeros con signo, sino
las exigencias de las técnicas de calculo algebraico. Sin embargo, en la ensefianza actual
los nimeros enteros se introducen en un contexto aritmético, tanto en las situaciones
que presenta como en las técnicas que utiliza para resolverlas, contexto en el que no son
necesarios como estrategia de resolucién. En consecuencia, el establecimiento de sus reglas
de célculo queda totalmante a merced del modelo concreto que se utilice para introducirlos,
y este tratamiento did4ctico contribuye todavia mas a agravar el obstaculo epistemoldgico.
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Los procesos de aprendizaje en Matematicas y sus consecuencias

metodolégicas en Primaria*

M?®. Del Carmen Chamorro

El desconocimiento por parte de algunos profesores de los procesos de aprendizaje de las
matematicas, est en el origen de muchos de los fracasos de los alumnos de Primaria en esta
area. S6lo asi es explicable la utilizacién de métodos basados fundamentalmente en la
memorizacion y el ejercicio repetitivo, que en nada favorecen la comprension conceptual y
consecuentemente la transferencia, algo de lo que estan muy necesitados nuestros escolares.

La toma en consideracion de algunos elementos tedricos, tales como la idea de campo
conceptual, obsticulo epistemolégico o conflicto socio-cognitivo, puede proporcionar
indicaciones metodolégicas de gran valor en la prictica que conduzcan a la consecucidn de
un aprendizaje mas significativo en matematicas.

Leaming processes in mathematics and their methodological implications for primary
school teaching

Ignorance of mathematics learning processes by some teachers in at the root of many
failures by primary school pupils in this area. This ignorance is the only explanation for the
use of methods based mainly on memorization and repetitious exercises that do nothing to
foster conceptual understanding and thus transference, although this is something
schoolchildren today badly need.

Taking certain the oretical elements into consideration, such as the notions of conceptual
field, epistemological obstacle and socio-cognitive conflict, may provide methodological
ponters which are of great value in practice and lead to more significant learning in
mathematics.

Introduccién

El contacto con el profesorado en ejercicios nos ha convencido de que las evidencias son a
veces mas dificiles de asimilar de lo que cabria esperar. Y una evidencia para quien ensefia
matematicas en Primaria es que cualquier esfuerzo encaminado a la mejora de su
ensefianza, pasa por mejorar nuestra comprension, la comprensién de los prefesores y
profesores de matematicas, de los procesos de aprendizaje de los alumnos.

Una de las causas, y evidentemente no la tnica, que explica los malos resultados de los
estudiantes en matematicas, es la utilizacion en el aula de materiales y métodos que ignoran
como se aprende, o que estdn en clara confrontacion con la construccién de los conceptos
matematicos.

Si bien ain queda mucho para disponer de una teoria coherente que explique
completamente todos los fendmenos que se dan en el aprendizaje de las matematicas, y
ponga de manifiesto el papel del conocimiento matematico, del alumno y del profesor, se
dispone ya de aportaciones tedricas muy importantes debidas entre otros a Gerar Vergnaud,
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Guy Brpusseau, y desde luego Jean Piaget, que senté las bases de la psicologia genética,
proporcionando con su teoria de la equilibracion mayorante una explicacién sobre la
evolucion de los conocimientos.

Algunos de estos elementos tedricos pueden ser de gran utilidad para mirar el curriculo de
Primaria con una visién mas penetrante, que nos lleve, casi de la mano, a la eleccién de los
métodos de trabajo més idoneos y presumiblemente mas eficaces que mejoren la
comprension y el rendimiento de los alumnos y alumnas.

Pasaremos revista a las nocicnes de esquema y campo conceptual debidas a Vergnaud, de
obstaculo  epistemolégico de Brousseau, y de conflicto socio-cognitivo, concepto

procedente del campo de la psicologia social genética, trabajado en el campo de las
matematicas por Perret-Clermont.

LA TEORIA DE LOS CAMPOS CONCEPTUALES DE G. VERGNAUD

La teorfa de campos conceptuales de marcado caricter cognitivista supone una mejora de
las teorias anteriores de Piaget, y su autor la define como una teoria psicolégica de la
conceptualizacion de lo real, que pretende explicar las filiaciones y rupturas que se
producen entre los conocimientos, especialmente los cientificos y tecnoldgicos. El deseo de
tomar en consideracion las dos ideas que siguen, se encuentra detras de la idea de campo
conceptual: la interconexién de unos conceptos/procedimientos con otros de los que
dificilmente se pueden disociar, y la necesidad de estudiar el desarrollo del estudiante no
solo en un periodo largo de tiempo sino en relacién con un amplio campo de
conocimientos.

Asi, Vergnaud define el campo conceptual como “un espacio de problemas o de
situaciones-problema cuyo tratamiento implica conceptos y procedimientos de varios tipos
pero en estrecha conex16n”. ’

Un concepto hace referencia siempre a un conjunto de situaciones (S) que dan sentido al
concepto (C), y asi, un campo conceptual puede considerarse como un conjunto de
situaciones, entendiendo éstas como combinacién de tareas. Se trata por tanto de considerar
la accién del sujeto en relacién con una situacion, observando la organizacién de su
conducta, es decir, si utiliza anticipaciones y reglas de accién, conceptos y teoremas en
acto, que son los elementos que permiten analizar la situacion en cuestion. Piaget denominé
a dichos elementos variantes operatorios (1), y constituyen los conocimientos contenidos en
los esquemas. Uno de los hechos establecidos por la psicologia cognitiva es que el
desarrollo de la inteligencia se realiza en grandes etapas que se caracterizan por la
consecucion de nuevos invariantes operatorios y que vienen a constituir una especia de
Jalones en el desarrollo del individuo.

Un esquema es un sistema de asociaciones, acciones, ideas, conocimientos y habitos que
pueden ser usados en todo momento, algo parecido a una red de relaciones. A lo largo del
aprendizaje de las matematicas los esquemas se modifican y se enriquecei; asi, una mejora
puede consistir en la eliminacién de ideas erroneas o no pertinentes, o en la elaboracién de
‘. procedimientos o estrategias mas eficaces para resolver una situacion. En este sentido,
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comprender es integrar en los esquemas precedentes a través de los mecanismos de
acomodacién-asimilacién.

Asi por ejemplo, los distintos mecanismos de conteo de una coleccidn, o las estrategias de
resolucidn de ecuaciones sencillas del tipo a + b -? utilizadas por nifios y nifias, han sido
perfectamente estudiados, asi como el paso de un esquema a otro superior, lo que ha
permitido detectar que los profesores no ensefian, en contra de lo que pudiera pensarse, la
rutina mas eficiente propia de un ejecutor habil, de forma que corresponde a los nifios hacer

por si solos la transicion de un modelo a otro mas eficaz, mas automatizado o algoritmizado
cuando aprenden.

Por tanto, en un campo conceptual C hay siempre un conjunto de esquemas que son
utilizados por los sujetos para resolver las situaciones S.

Asl mismo, el tratamiento de esas situaciones, la aplicacién de los esquemas, lleva implicita
la utilizacién y organizacion de un lenguaje (S) en la vertiente de comunicacidén o de
representacion, y una actividad de representacidn simbdlica. El lenguaje natural de los
nifios constituye al principio una herramienta o 1til del pensamiento, en tanto que las
verbalizaciones acompafian siempre al razonamiento, y la transformacién de este util en
objeto de pensamiento, en el sentido dado por Regine Douady, forman parte de la
conceptualizacion matematica. Lenguaje y simbolos matematicos carecen de sentido
considerados fuera de los esquemas y las situaciones.

En resumen, un campo conceptual es el triple formado por
C-(5,LS)
Son campos conceptuales entre otros:

— las estructuras aditivas, que inéluyen los conceptos de: cardinal, medida, transformaciones
por aumento y disminucién, composicién de medidas, composicion de transformaciones, ds
nimero natural y nimero negativo

— las estructuras multiplicativas, que engloban los conceptos de: proporcion simple y
compuesta, funcién lineal y multilineal, razones, cociente y producto de dimensiones,
fraccién, nimero racional, miltiplo, divisor_

—as magnitudes espaciales: longitud, superficie, volumen

—la l6gica de clases, que constituye la referencia para entender los conceptos de propiedad,
relacién de inclusién, operaciones de unién e interseccion, complementario de clases,
conjuncion, disyuncion y negacién de propiedades.

De los estudios de Vergnaud puede desprenderse facilmente la necesidad de practicar una
ensefianza cargada de significados que vengan dados por las situaciones variadas en las que
un concepto se forma y adquiere sentido, de manera que se pongan en todo momento de
manifiesto las interrelaciones entre un concepto y aquellos que forman parte de un mismo
campo conceptual. Tal propuesta es sélo posible si las situaciones presentadas en el aula
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responden a los criterios de variedad, interés y verosimilitud y guardan relacién con las

6 capacidades y actividad intelectual de los nifios y las nifias a los que van dirigidas, actividad
sobre lo real que es fuente de construccién de los conocimientos.

COMO INTERPRETAR Y UTILIZAR EL ERROR EN MATEMATICAS

El papel del error y su relacién con las concepciones de los alumnos y alumnas constituye
una segunda pauta para la reflexién.

Para muchos autores, Brousseau entre ellos, el aprendizaje se produce por adaptacién al
medio, a una situacién concreta, y los conocimientos se adquieren por progresos

relativamente discontinuos que suponen rupturas cognitivas, cambios de modelos implicitos
y de concepciones. ’

En particular, la construccién de la escencia pone en evidencia la ruptura entre los modelos
espontaneos de los sujetos y el conocimiento cientifico, de forma que la historia de la
ciencia se halla jalonada por “Errores rectificados”. Asi, la epistemologia cientifica aparece
como una rectificacién constante en la que se da la prima-teorica del error en terminologia
de helard, para quien el error, lejos de ser una laguna o una falta de conocimiento tiene toda
la vitalidad del instinto. Segin sus palabras: “Se conoce de hecho contra un conocimiento
anterior, destruyendo conocimientos mal hechos, superando lo que en el espiritu mismo
constituye obstaculos”.

La construccion del conocimiento en una perspectiva construccionista, funciona de forma
@ similar. Un conocimientc no se adquiere sustituyendo una concepcion antigua del sujeto
por otra nueva, sino en interaccion con aquella, segin lz dialéctica antigua/nueva.

Una concepcion es el producto de estructuraciones, acomodaciones y maduraciones de un
sujeto, y por tanto es evidente que una concepcion puede ser falsa o incompleta como
resultado de un problema de centracién-descentracién, pues a menudo, €l sujeto se centra en
un Gnico aspecto de una situacién compleja, sin conseguir descentrarse de este aspecto
parcial, lo que le impide lograr una visién global. Otra propiedad de las concepciones es
que son dinamicas, pudiendo hablarse de una filiacién ds concepciones, entendiendo por tal
el conjunto de lazos que existen entre una serie de representaciones intermedias.

A veces, el cambio de concepciones da lugar a un conflicto cognitivo; la eliminacién de
conocimientos falsos se muestra resistente, incluso después de que el alumno ha
comprobado su falsedad y aparentemente los ha rechazado. En este caso se habla de
- obstaculo epistemoldgico.

~

Los obstaculos se repiten y aparecen en la filogénesis y en la ontogénesis.

Un obstaculo es pues un conocimiento, no una falta de conocimiento o una dificultad sin
mas, que se muestra eficaz en situaciones determinadas, pero que fracasa fuera de ese
contexto. Resiste a las contradicciones a las que se confronta, y reaparece de tiempo en
tiempo en circunstancias propicias, a pesar del rechazo explicito del sujeto.
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Brousseau distingue varios tipos de obsticulos: ontogenéticos, epistemolégicos, didécticos
y culturales.

Se reconoce asi que la cultura, las concepciones culturales, pueden constituir un obstaculo.
La cultura ayuda a comprender los procesos, pero no hay que olvidar que a veces se
aprende contra la cultura, contra la practica cotidiana, lo que deberia hacer sospechar a los
profesores de las virtudes de la practica indiscriminada, heredada de la pedagogia de la
accidn, y reflejo de la ilusién empirista de los afios 70.

Ast por ejemplo, el fenémeno de aritmetizacién de la medida que se da en nuestra sociedad
constituye un obstaculo para la comprensién de lo que significa medir, de forma que las
practicas de medida en la realidad y con los instrumentos habituales pueden generar
numerosos obstaculos que haran de freno a la conceptualizacion.

Los obstaculos ontogenéticos se producen cuando el aprendizaje requiere del sujeto una
capacidad por encima de su madurez conceptual. Este tipo de obstaculos ha abundado en la
ensefianza de las matematicas en Espaiia, siendo propiciados en muchas ocasiones por los
propios Cuestionarios Oficiales, que requerian de los nifios la utilizacién de un lenguaje y
un simbolismo que sobrepasaba su madurez, con lo que la tdnica salida posible para
alumnos y profesores era la memorizacion y la algoritmizacién a través de la repeticion, de
procedimientos no comprendidos, con el consiguiente riesgo de pérdida de sentido de la
actividad matematica y la comisién de numeroso errores.

A nuestro juicio y por primera vez, el DCB, se ha situado en una perspectiva mas realista
que toma en consideracién las verdaderas capacidades de nifios y nifias, y lo que quizas a
muchos pueda parecer insuficiente, no es un zjuste a la baja sino a la realidad.

La relacion didéactica es fruto también de obstaculos, en la medida que la distancia entre el
saber del alumnado y el saber del profesorado condicionan la aparicién de obsticulos
didacticos, debidos por ejemplo a métodos inapropiados, uso abusivo de analogias,
aproximaciones ‘parciales, etcétera, en la transposiciéon didactica, lo que necesariamente
provoca conocimientos erréneos e incompletos.

De todo lo anterior se deduce naturalmente, que los errores no son solo falta de
conocimientos, erraticos y sancionables, segun la consideracién mas peyorativa que de ellos
hacen muchos profesores y profesoras, sino que son el resultado de concepciones falsas o
incompletas, pudiendo ser considerados por el alumno cono indicio de contradiccion que le
obligue a rechazar una concepcién.

~Los errores se agrupan en tomo a concepciones, y de alguna forma un obstdculo
epistemolégico va a determinar una serie de errores que le son propios. Se hace por tanto
necesaria una interpretacién de los errores por parte del profesorado, a efectos de
determinar la tipologia y reagrupacion de los mismos en relacién con la constitucidn del
conocimiento. M. H. Salin propone:

— una descripcién de los errores, la busqueda de los rasgos que caracterizan las situaciones
en que aparecen Y su agrupamiento zn regulaciones cognitivo-afectivas.
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~ la busqueda de tipos de errores en relacién con los obstaculos epistemologicos o los
conocimientos y su observacion.

Estamos de acuerdo con M. Henry cuando afirma que los profesores necesitan una gran
cultura histdrica, epistemoldgica y didactica para interpretar los errores de los estudiantes, y
que entre las elecciones que tiene el profesor frente a los obstaculos, la peor es ignorarlos.
Las dificultades se saltan pero los obstaculos no.

Desde un punto de vista didé4ctico interesa que el profesor reflexione en cada caso sobre
como favorecer el cambio de concepciones de los alumnos, y qué familia de situaciones
didéacticas presentar en clase para que la interaccién del alumno con las mismas
desemboque en la construccion del conocimiento matematico deseado.

EL PAPEL DE LA PRACTICA Y DE LA MEMORIA

S1 sabemos que €l conocimiento matematico de los alumnos y alumnas no se produce segiin
el esquema de sucesién de concepciones diferentes, ya que muchas de ellas coexisten a la
vez en el individuo y se constituyen en mutuo obstaculo, es muy cuestionable la practica
docente habitual basada en un modelo simplemente aditivo que pone el énfasis en la
practica.

Incluso admitiendo que la practica puede ser interesante para memorizar repertorios de
célculo o automatizar algoritmos, ésta sdlo tiene sentido después de una familiarizacién con
los procesos de calculo, asegurada previamente la comprension, de forma que los nifios
tengan siempre como alternativa al olvido la reconstruccién o fabricacién de

.procedimientos propios aunque éstos sean mas rudimentarios y artesanales que los

algoritmos aprendidos. Se sabe también que una forma de aumentar la capacidad de
memoria a largo plazo de una persona, es organizar los elementos menores de inforrnacién

formando bloques.

Las ultimas investigaciones sobre la memoria sefialan que: “la memona no puede
comprenderse separada de otros procesos cognitivos. La investigacion evolutiva ha
insistido continuamente en este planteamiento. La memoria y el significado dependen del
conocimiento previo del sujeto, por lo que debe existir una profunda relacién entre lo que
un nifio puede hacer o razonar en una ctapa determinada y lo que puede recordar o
reconstruir.

El DCB propone a este respecto “desarrollar en el alumnado estrategias personales para

- efectuar calculos mentales mediante composicion y descomposicién de nimeros”.

La préctica repetitiva se escuda muchas veces, sobre todo en Primaria, en la necesidad de
calcular con seguridad y precision que tendran los nifios en la vida corriente, y con tal
excusa algunos maestros ponen a los nifios multiplicaciones o divisiones de seis cifras por
seis cifras; quienes defienden esta practica, olvidan decir que en la vida corriente nadie
tiene necesidad de tal cosa, y que en caso de ser necesario nadie lo hace con lapiz y papel,
que utiliza la calculadora, y que por tanto seria mas provechoso invertir el tiempo dedicado
a practicas estériles en hacer posible la resolucién de “problemas reales” con la ayuda por
ejemplo de la calculadora. A este propésito dice Fielker: “Uno de los propdsitos de estos
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materiales de ayuda es el de ser herramientas, y la calculadora cbviamente lo es. Hace
antmetica. Y Ia hace de un modo mas eficaz que cualquiera de los gue conocemos”.

El DCB ha sabido recoger la observacion de Fielker, pues s6lo asi podia compatibilizarse el -

deseo, manifiectamente expresado, de presentar a los alumnos y alumnas en la medida de lo
posible situaciones y problemas relacionados con el entorno, v las dificultades de calculo

que ¢€stos comportan. La realidad es siempre mas complicada que los modelos matematicos
que tratan de explicarla.

LA INTERACCION COMO MOTOR DE CAMBIO Y CONSTRUCCION

Nos referimos por ultimo a la nocién de conflicto socio-cognitivo, concepto surgido de la

psicologia social, heredero de las teorfas ‘de Vygotski y aplicads a la didactica en una
perspectiva constructivista que creemos prometedora.

El conflicto socio-cognitivo aparece, y de ahi su nombre, en las interzcciones sociales entre
individuos en las que se manifiesta un sistema de centraciones ccgnitivas opuestas bien
sobre lo real, que los individuos tienen que coordinar para resolverlo. El papel del conflicto
socio-cognitivo en la construccién cognitiva individual ha sido puzstc de manifiesto en
numerosas investigaciones, en tanto que se trata de un conflicto estructurante fuente de
cambios en el individuo.

La naturaleza social de las situaciones escolares a las que se corironta a los nifios es
considerada por la didactica de las matematicas en tanto que comire: didactico que liga al
profesor, los alumnos y el saber dentro de una situacion didactiza, como instrumento
tedrico que sirve para comprender c6mo se establece el equilibrio en el sistema didactico
formado por los tres polos: saber-profesor-alumno.

En matematicas, segiin sefiala Colette Laborde, existen fundamer.iair-ente dos modalidades
de funcionamiento de procesos interpersonales:

“Seglin que el problema propuesto tenga en si mismo una dimer:si¢z: social (caso de todos
los juegos de mensajes de geometria para describir y reproducir vna figura conforme al
mensaje recibido, introduccién de cédigos o simbolismo materratico tales como unidades
de medida o escrituras econémicas, y en general todas aquellas situaciones que en
terminologia de Brousseau son situaciones de formulacién).

O bien, se trate de resolver el problema por un grupo de alumnos y =!umnas, al margen de
.. que el problema suponga en si la resolucién de un problema socizl. Exsta manera de trabajar
~ supone poder confrontar las estrategias propias con las de los cros. favereciéndose asi la
descentracion necesaria para negociar en el proceso que lleva a vzlidar o rechazar una
estrategia.

En los dos casos, los procesos sociales son respectivamenti2 inzernos o externos al
problema.

Desde un punto de vista metodolégico es de gran interés provocar conflictos socio-
cognitivos en las situaciones didacticas. La contradiccion entre dos puntos de vista opuestos
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se.percibe con mayor nitidez y es refutada con mayor facilidad que la que proviene
unicamente de los hechos a los que se ve confrontado un individuo aisladamente, que
podria eventualmente ignorar tal contradiccion o pasar de un punto de vista al otro de forma
oscilante como manera de resolver el conflicto, en ausencia de un partenaira con quien
confrontarse. Los trabajos de psicologia social ponen en evidencia la supremacia de la
coordinacién de acciones entre los individuos sobre la coordinacién individual en los
procesos de elaboracion del conocimiento, y son una sintesis del constructivismo piagetiano
y las tesis vygotskianas sobre el desarrollo proximal.

Sin embargo, determinadas precauciones relativas a la eleccién de los partenaires deben ser
tomadas para que la interaccién funcione adecuadamente; en este sentido un conocimiento
previo de los niveles cognitivos de unos y otros es un punto de referencia para organizar las
parejas o grupos que habréan ds trzbajar juntos, de lo contrario, la interaccidn, si es que se
produce (podria ocurrir que la distancia cognitiva hiciera imposible para un individuo
comprender las proposiciones contradictorias o simplemente la amalgama resultante de unir
las propuestas de A y B aunque sean contradictorias.

La interaccién no es siempre un remedio milagroso aplicable a toda situacion, determinadas
tareas que demandan conocimientos que los alumnos estén muy lejos de tener, o que cstan
muy automatizadas, no se resuelven mejor por el hecho de que se provoque una interaccién
social. En palabras de Brousseau.

“El conflicto socio-cognitivo es una técnica didactica dificil de poner en marcha y de
gestionar:

— ¢l objeto de debate puede cambiar de cuadro de un momento a otro, sin que sea posible
estimar la utilidad de este deslizamiento.

— las intervenciones del profesor se ven constrefiidas entre limitaciones contradictorias.
— €s una técnica muy costosa en tiempo.

(-) El término conflicto socio-cognitivo pone el acento de manera excesiva en dos
momentos del debate: el examen y la toma en consideracién de posiciones contradictorias,
y enmascara una condicién indispensable para su buen funcionamiento: la cooperacion de
los alumnos de cara a la construccién de un saber comtn verdadero.

'CONCLUSION

“~ Creemos haber esbozado algunas peculiaridades de los procesos de aprendizaje en

matematicas, tales como la construccidn a través de la accidn, la consideracion del error
como sintoma de concepciones erréneas o incompletas, el origen de los obstaculos y la
manera de afrontarlos, la organizacion en campos conceptuales de los conceptos y el papel
de los conflictos socio-cognitivos en el aprendizaje. En consecuencia, sélo cabe abordar una
metodologia acorde con lo anterior, que se pregunte cada dia si responde a los principios
tedricos anteriores.

hturrubiartes@beceneslp.edu.mx .
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Estamos seguros de que si la respucsita s afirmativa, estaremos en condiciones de mostrar a
los alumnos y alumnas de Primaria que aprender matematicas puede ser una aventura no

sélo posible sino ademds apasionante,

*Ponencia presentada en las VIIJAEM celebradas en Badajoz en 1993.
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Capitulo Ocho

Procesos de abstraccion en el aprendizaje del
algebra

1. INTRODUCCION
Observacion en ln clase

Como ya mencionanios en el Capitulo 1, uno de los fendémenos mas simples que la
observacion en clase arroja sobre los fendmenos de permanencia en un nivel de
fectura con nifios que acaban de terminar fa educacion primaria (alrededor de los
12 aios), es el que aparece cuando se les enfrenta con las preguntas del tipo:

Esquema de la evolucion de la ecuacidon Ax = 8

1,3XD:12
2.3{]:672

_x3
CO
U4 3xx=672
5. 3x =672

+

Entre los 10 y los 12 afios es facil centrar a algunos estudiantes para que to-
das las preguntas “se lean” como [2]: jcudl es el nimero que multiplicado
por 3 da 6727 .

Al analizar las respuestas de los nifios de las edades sefialadas, ademds de
constatar que tales preguntas son distinguidas como distintas, ya que algunas se
pueden contestar y otras no, nos encontramos con que ¢§ bastante facil, con cierto
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‘bienmﬁ escritos en el lenguaje usual, tn.ﬁ ‘l!ncrprclncmnés :?raiunc‘ ) L;‘,W; ’lemwn
de expresiones algebraicas, dados los diferentes contextos en que chias ap: .

Sy i
\ s alotn signific a4 imposibitidad de la utitiza-
las dificuitades para encontrarles algin significado, famg :
cidn dei algebra para resolver problemas usuales. ¢tc.

I

&
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La observacion expermental

Para poder observar con mayor precision estos fendmenos se requiere contar con
uita situacion experimental que permita controlar algunes factores perturbadores
que siempre estin presentes en el aula, contar con mecanismos de observacion que
permitan un andlisis més exhaustivo y preciso; pero, de tal manera que lo observa-
do no tenga sélo que ver con los problemas que presente ¢! sujeto en observacion,
sino que también estén presentes las componentes que la ensefianza pone en juego.

Durante cinco ailos se montd en el Centro Escolar Hermanos Revaeltus, de
fa Ciudad de México, un disefio experimental en el que la enseiianza de las niate-
maticas, a lo large de los tres afios del cielo de educacion sccundaria, estuviera
cantrolada, desde ¢f punto de vista de los objetivos de enscianza que se quieren
obtener v también teniendo control sobre fas estrategius de enseianza que se em-
plean o o darge de wodo el eiclo eseolar medios Ademas, se instald un Biboratorio
pora abservacion elinica donde se pucden realizar entrevistas individuales o wru-
pales v que puedenser videograbadas. Las entrevistas clinicas tienen un formato
estructurado; pero. of entrevistador se mueve Hbremente entre ¢ada uno de los
pasos previamente disefados, permitiende que sea fa linea de pensamiento del
sujeto entrevistado quien defina cada una de las subpartes de la entrevista. Salvo
en los casos en que ¢l entrevistado no tenga problema alguno para resolver la tarea
propuesta, el entrevistador interviene para proponer nuevas interrogantes que sir-
an al entrevistado para aprender (por descubrimiento) fa“tarea que inicialmente
no pudo reselver. Se trata de descubrir las dificuliades que presentan los inicios
del dleebra para ser aprendidos, dadas las maneras usuales como en fa actualidad
se pretende enseiiar. Se trata de entrevistas elinicas cuyo centro de observacion
son las mancras usoales de ensefar y las maneras peculiares (¢on sus ohstruccios
nes y dificultades tipicas) que los sujetos presentan al aprender, -

Basado en esta infraestructura, se desarrolld el proyccto Evolucitn de la
simbolizacién en fa poblacién escolar del nivel medio y dentro de €1 el estudio
Adquisicion del lenguaje algebraico, centrado sobre Jas interrelaciones entre dos
estrategias globales para el disefio de sccuencias de aprendizaje que cubren perio-
dos targos de tiempo para el cureicalum del dlgebra en el nivel nedio. Estas sont

2y Modelajes de situaciones “mds abstructas™ en lenguujes Tmds conerefos”!
para desarroliar habilidades sintécticas.

by Produccidn de codigos para desarrollar habifidades de resolucidn de problemas.
Uso de las habilidades sintactivas para el desarrollo de estrategias de resolucion.
A grosso modo, en @) se trata de dar signiﬂcados a expresiones ¥y operaciongs.

nuevas. modelandolas en situaciones concretas, En &), se trata de dar sentidos a las:
expresiones y operaciones nuevas (de tal manera que se gencren cédigos de reso-,
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lucion de problemas) que parten del supuesto de contar con ciertas habilidades de
uso sintactico de los nuevos simbolos y su utilizacion como lenguaje “mds abs-

fracto”.

E!l marco tedrico

Aparte de las observaciones empiricas, como la resefiada en ¢l primer pérrafo de
esta Introduccion, las lineas tedricas que han guiado este proyecto provienen
esencialmente de tres componentes @ una epistemologia, basada en el analisis de
textos de la Edad Media y ¢l Renacimiento (una descripcidn de ella puede encon-
trarse en ¢l Capitulo 11} la segunda linea, proviene de Ia' semidtica, intentando
que ésta sea guia para el andlisis del algebra a partir de su concepcidn como un
Sistema Matematico de Signos (véase la bibliografia de la obra de UL Ecco, 1995):
y por aitimo, Ja psicologia cognitiva en sus recientes desarrollos acerca de ta ad-
quisicion del lengaaje y surelacion con fa pragmitica de un fenguaje.

¥

Trataremos de abordar diversos aspectos sobre la interrelacion entre las
componentes semanticas del problema y las sintdcticas, vistas desde la éptica de
las estrategias de enseitanza de tipos @) y b), arriba someramente descritas. Este
Capitulo se centra, como su nombre lo indica, en las estrategias tipo @) y en ¢l
momento de la enseflanza en que se quicre ensefiar a operar las incdgnitas que
aparecen en las ecuaciones de primer grado.

Aqui 10 se aborda el analisis de lo que ocurre cuando se utiliza un modelo
totalmente sintactico como estrategia de enseilanza, aunque en la discusién final s¢
adelanta que también en este caso se presentan los fendmenos de la misma natu-
raleza que los que aqui se reseftan para los modelos concretos. No dejard de perci-
birse que los aspectos de las estrategias tipo b), también aqui aparecen a la hora en
que se deseriben los mecanismos que se ponen en juego a la hora en que 1os procesos
de abstraccidn se desencadenan. Sin embargo, toda la Optica estard centrada sobre las
estrategias de enseilanza tipo a), sus relaciones con la aparicidn de los errores sintdc-
ticos usuales, sus diferencias modelo a modelo, y la relacién que guardan con las
actitudes previas de los sujetos, sobre todo en términos de las posiciones extremas
entre las tendencias nctamente sintacticas y las netamente semanticas que se pre-
sentan en los sujetos. Se pondrd énfasis en los procesos de abstraceion de las si-
tuaciones planteadas, asi como de las operaciones involucradas.

Una descripeidn general de o que se presenta, indica que hay una dialdctica
entre los avances sintdcticos y los semdnticos y que un adelanto cn una de esas dos
componentes presupone un adelanto en la otra. Este andlisis se hace desde un

o . > . - .
‘s punto de vista que corresponde a las estrategias usuales de ensefianza del algebra.
to  Se parte de la creencia de que los “hechos”™ aqui reseiados, no son tenidos en

cuenta en los sistemas educativos acteales, dejandose a las rectificaciones poste-
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rores, que espontaneamente puedan lograr los alumnos de las diversas falsas con-
cepciones y crrores de uso de las propiedades algebraicas, que se esta tratando de
enseiiar por primera vez.

Guin de lectura

.

Aparte de esta Introduceion, el Capitulo se ha dividido e otras cinco partes que
resefiamos a continuacion:

Primera.  La resolucion de ecunciones y ¢l irdnsito de In aritmética al dlge-
bra. Sc plantean aqui los antecedentes tegricos y empiricos relevantes
para el problema planteado, sobre todo para la determinacion del
momento del desarrollo del curriculum del algebra en que se situara

la observacion experimental.

Segunda Modelaje conereto en un momento de transicion, Se deseribe of
momento de la observacion desde el punto de vista de la enseftanza
anterior y se describe la poblacidn de la cual se toman los sujetos para
realizar gl estudio de casos que comprende la parte clinica def estu-
dig. La poblacién se clasitica respecto a sus habilidades y conoci-
mxcnt‘os anteriores y, se argumenta sobre por qué, para el estudio aqui
descrito, se trabaja Gnicamente con sujetos de la clase denominada
Sestrato alto”,

¥

Procesos de abstraccidn de las operaciones a partir del uso de un
modelo concreto para aprender a operar la incégnita. Aqui se ini-
cia la descripeion del desempeiio de los sujetos observados, después
de una fase de instruccién para operar la incognita con base en el mo-
delaje de las ecuaciones en contextos “concreros”. Se hace una brevg
descripcion de los resultados empiricos obtenidos, para tener refe-
r?',]}?s que nos permitan una cifescripcién de los procesos de interac-
cion’entre los aspectos semanticos y los sintacticos que se presentan
en la adquisicién de los primeros elementos del lenguaje algebraico.

'

Tercera

Semdntica vs. sintaxis algebraica. Se confrontan dos actitudes ca-
nonicas en el aprendizaje y uso de la matematica que ticnen caracte-
risticas especificas en el caso que aqui se describe: fa aplicacion de un
mismo modelo para operar ia incdgnita. Se seleccionan dos cas;)s
contrastantes: uno totalmente cargado a una actitud sintdetica y o1ro
netimente semantico.

Cuarta

Quinta Discusion final. Se analiza el modelaje conereto como estrategia de
ensefianza del dlgebra. Se observa como sus forialezas a veces se

convierten en debilidades, enmarcando, aqui, en el contexto descrito:
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fa operacion de la incognita v la génesis de algunos errores sintdcticos
usuales, Por (iltimo, se hace una discusion-acerca de cudl es la rela-
¢idn entre io que se resciia y los otros problemas de la enseilanza y el
aprendizaje del algebra que fueron presentados en la Introduccion.

2. LARESOLUCION DE ECUf\CIONES Y EL TRANSITO DE LA ARITME-
TICA AL ALGEBRA

Varias investigaciones han seitalado cambios conceptuales y/o simbolicos que
marcan la diferencia entre el pensamiento individual aritméticp y algebraico, como
por ejemplo aquellos relacionados con las distintas interpretaciones de las letras 6
los concernientes a la nocion de igualdad (C. Kieran, 1980 y 1981} y tas conven-
ciones simbadlicas o graficas para la codificacion de operaciones v transformacio-
nes en la resolucion de ecuaciones (M. Matz, 1982). A partic de o estos
sefialamientos es factible idealizar lincas evolutivas del pensamiento aritmético al
algebraico, correspondientes a las nociones y a las formas de representacién de los
objetos y operaciones involucradas en los mecanismos de cambio. Asi, esos cambios
esenciales para acceder al conocimiento algebraico pueden visualizarse, en cada una
de estas lineas, como puntos de corte entre un tipo de pensamiento y otro.

De entre tales puntos de corte, aparcce uno de particular interés para el tema
de la resolucidn de ecuaciones, el cual estd sugerido por los resultados de un tra-
bajo de analisis de las estrategias y métodos de resolucion de sistemas de ccuacio-
nes en textos de Algebra pre-simbdlica de los siglos XIIT y XV (Franci, 1979). En
este analisis aparece como factor importante en el desarrollo de las estrategias y
métodos de resolucidn, la cuestion de la operacidn de las incognitas, Esta se pre-
senta con las limitaciones que le confieren los marcos propios de la representacion
pre-simbdlica de las ecuaciones y sus clementos caracteristicos; por ejemplo, se
observa que las estrategias de resolucién de sisterna que conducen a ecuaciones

como x” +c=2bx y x’=2bx+¢ son completamente diferentes en un caso que en

"~ otro (Hughes, 1981 y F. Filloy/Rojano, 1984). Lo anterior no sucedcria si se conta-

i

se, por ejemplo, con las reglas de transposicién de Jos términos de un miembro a
otro en una ecuacion, pues ello permitiria reducir. en i nive! sintdctico. el caso de
una de las ccuaciones al de la otra y esto corresponderia ya a un nivel evoluciona-
do de operacion de las incdyunifas,

Lsta especie de insuticiencia operatoria de lo representado en fa etapa pre-
simbdlica del dlgebra sugiere la presencia de un punto de corte o de cambio entie

ws estudio clinico “Operacién de 1a incognita”, realizado con nifos de 12 y 13 afios

w

E 4
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de edad’ ion de la i i
. La operacién de la incognita aparece, en efecto, como accidn n i
para resolver con métodos no-es 4 ei i ado e
P p spontaneos® ciertas ecuaciones de primer grado con al
€nos dos ocurrencias de la incégnita i
¥ para cuya resolucion no b i i

e s los oot ; ' ey no vasta con invertir
as op mes sobre los coeficientes; las siguientes son ejemplo de este t]
ecuaciones: oo de

38x+72=56x 3x+20= x+164

Seglin el estudio, e} paso de fa resolucién operatoria de ecuaciones como x +

37 =580 4)f(.‘f+l 1)=52 a la resolucion de ecuaciones como 3x +8 =7¢ v 7 +2 =
3x + 6, por ejemplo, no es inmediato, esti de por medio fa construccién‘ (y dx s
Cf‘f”) de ciertos elementos de sintaxis algebraica, propiamente dicha. L ontme.
cidn 5104 estos clementos sinticticos se Heva a cabo sobre !C s e
conocimiento aritmético hasta cierto punto bien consolidado v
posible (ha construceiony si se logra romper con g ' y
al dominio de la aritmética, de ahi Ia prese
la nocion de ecuacion: Ax+ B=C.

a base de un
a4 su vez, sélo es
. founas nociones que pertenecen
neia de un corte, Pongamos por ejemplo

En ferminos aritméticos, ¢l miembro izquicrdo de una ecuacion corre 1
a una secuencia de operaciones que se realizan sobre nimeros (conocid Spmcﬁ
el mwm!}ro derecho, al resultade de haber ejecutado dichas operacio 01“05 NN
qne‘pu(hcm Namarse una nocidn aritmética de fa igualdad (i de | e GSF? " ,?
pfxrtu« de una nocidn tal, una ecuacion del estilo Ax+ B=C (dosd:;ﬁ?t;;c;on)- A
niimeros particulares dados) puede ser resucita con s6lo deshacer un’ e son
operaciones de las secuencia de la izquierda, partiendo del l;cs;ult';do 2 a[ Tﬂa: iy
mos ceuaciones “aritméticas’ a las ecuaciones de es(e tipo. o Laman

£

Sin embargo, la nocién aritméties i apli i

e forma 13 B=Ce D (donde 4, 5, ¢ 3 s et U0 Ccuncicn
y Porltz'mto, su resolucion operatoria involucra operaciones fuerix ;;l;::ljstdzdof)
aritmetica, como ejgmplo, la operacién de la incdgnita. Para que dichas beragio.
nes puedan ilegar a tener sentide para el sujeto y asi poder liegar a dese: Oﬁéeramof
en un proceso de resolucidn de fa ecuacion, se requiere, a sy vez (de ufecla oo,
c:yn@ como las de la forma aqui descrita (que Hn‘mz:remes’ ecu(jcionisscfuaﬂ
:uun.m:t;c:ls') estén provistas de algin significado; ello, por otro }'1;:50 ‘ implic: no’"
nodificacion de fondo de la nocidn de eeuacion o igualdad x}tvlllérgca e

{/\)n,m.’m relacion al “significads’ de Jas ‘nievas' ecuaciones, habra que
criender gue s © CSIORCS O g . i ! |
Faue s expresiones o ambos micmbros de In tguatdad son de la misma

1L obsyrvieion se dess el Contr ‘
. W< t b‘ 1\1}20" s (.u‘»\lfrzoi!a en o Cenro Escolur Hermanos Revuclias en el D.F.. México. con
: }; que rect Lﬂ<ll'i.btfu4.3clk)ﬂ e matematicas dentro de un vistema de ensedanza controlada,

JHanteo o la adivinanza de ta solucion son ciemplos de métodos espontdneos de resolucidn,
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paturaleza (o estructura) v que hay una serie de acciones que e dun seatido a Ia
iguzldad entre ellas {como por ciemplo lasaceiones correspondientes a fa sustitu-

cion del valor numérico de 2’} 1

Los cambios o modificaciones profundos en lidbitos y nociones ariuméticos
" no se dan de manera espontanea en ¢l sujeto al sélo enfrentarlo a la necesidad de
gue dichos cambios se lleven a cabo3; 1a intervencion con ensefianza, en ese mo-
mento de transicion del conocimiento aritmético al algebraico, puede resultar cru-
cial para la mayoria de los sujetos que aprenden por primera vez algebra

(Filloy/Rojano, 1984).

Por otra parte, si bien ¢s necesario modificar algunaé’noeioncs aritméticas
en aras de la adquisicion de un nuevo conocimiento, el algebraico. tambidn se
requiere que el conocimiento anterior (el aritmético en este caso) pueda ser pre-
servadu, ya que atn en este solo ejemplo de fus ecuaciones que hemuos presentado,
gs necesario que, a la postre, las ccuaciones aritméticas sigan siendo reconoc.das
como tales, a fin de preservar toda la operatividad adquirida anteriormente para su
resolucion; esta operatividad se ubica en un nivel de conocimicnto intermedio
entre el aritmético y el algebraico, el del conocimicnto pre-algebraico.

3. MODELAJE CONCRETO EN UN MOMENTO DE TRANSICION

Como se decia en el apartado anterior, son esenciales los cambios en la concep-
cidn de las operaciones realizadas sobre objetos como nlmieros, para dar cabida a
fa concepcidn de operaciones sobre objetos “distintos’ a los nimeros (como las
incdgnitas) y a la concepcion de los objetos mismos {lo que répresentan o pueden
llegar a representar) por clio, la enseftanza del dlgebra, en este punto requiere de
echar mano de recursos didicticos mediante los cuales se pongan en jueyo las
relaciones entre elementos que intervienen en la realizacion de tales cambios.

Una de dos posiciones encontradas, respecto de qué tipo de recursos didac-
ticos utilizar para este fin, es la que propone ‘modelar’ en contextos (mas) ‘con-
crelos’ (es decir, contextos familiares para el alumno) las nuevas operaciones y los
nuevos objetos, con el propdsito de dotarlos de significados v tomando ¢ste come
punto de partida, construir los primeros elementos de sintaxis algebraica. Una
posicion antagénica a la anterior es la que propone partir del nivel sintactico v

== “Tal es ¢l caso de los niftos del estudio “Operacion de la Incdgnita™ | quienes en ol momento do la
=4 abservacion no han recibide ins i i e i ‘

. 9 ‘ no han recibide instruceion para mover la incéznita en ta resolucion de ccuaciones. Al
“ifentar a estos nifos, por primera vez, con las ccuaciones de la forma Ax £ B =Cx, ¢llos las abordan
cunmclodos de tanteo, sin ningan indicio de operar espontdneamente fos [rminos 'y,

8 ¢
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enseii :brajcas '
ciiar las x»g!'as algebraicas? en este nivel para aplicarlas, mas rarde. o
lucion de ccuaciones ¥ problemas, ’ e e reso-

Si para desarrollar estrategias de enseiianza en inici i

;iff lenguajcbalgebraico s¢ adopta la primera de Jas dOSI‘;SO;?;?;iij;;i;%‘}:;’;!Oﬂ,

-CESano saber acerca de los procesos que medi: i oes. ‘{TS
zan e'n un nivel *mdy concrers’ (es.deciqr, las ai::‘;Zr:::sf:)JZ? :f(:c!imll g o real
pondientes elementos de sintaxis algebraica que se obtengan ;o Y’IOS e
Estos procesos,’ que aqui Hamaremos “de abstracein de lfq o 1,})8({" dSs ellas.
sentan caracteristicas regulares en el curso de sy desarro“c; é)r lacm'nffs' oe
pero tam'bacn recorren trayectorias que pueden diferir gra;adcmzme ZS " *Vl'duos. ,
o‘t:o,. debido a la presencia de tendencias en gste, en refacién s nsweloa
dizaje de fas matematicas, , A 81Us0 yasuapren- -

Por otra parte, si bien exis j
o a pmft_‘ si bien existe un conunto de caracteristicas regulares o que s¢
piten sy A Sujeto ¢n tales “ue \ -

' :s 1 |l|‘zc O @ sujeto en tales “procesoy de aubstraccion de las operaciones™, algy
;C(\;;'Z‘ u p ., .. v . s )A o
as de ebas pueden variar al variar 1a situacion “conereta’ (o el modelo) de lz‘a (dg )

2 ¢

N I'I ¢ par e + O 11
culse parta para obtener o construir los elementos sintdcticos correspondient
) Hes,

’ . . .
adelané ;:‘:ﬂh:j\, cia;xﬁcarb!as ideas cxpugstas con anterioridad, nos referimos en
; lea ?,mmos de los resultados obtenidos en el estudio clinico “O i6

a Incognita®, realizado con nifios de 12 a 4 ados de edad y qui Pemcmn .
mento de la Obf;ﬁfvil(ﬁéll, no habian recibido mstruceion »pam}rjs;f\??b‘ o e" nes
lincales en una incégnita, con dos 0 mds ocurrencias de ésta, os ; ‘-f CC“UﬁC'O”CS
mos Hamado ecuaciones io-aritnéticas ", e fecit s que e

El estudio “Operacién Incépnita”
rxa.) 1A S e =y ST Tets \

; L{le(?f). realizados en dos canipos distintos anteceden a esta investigacién, a saber
el andlisis de partes de textos matematicos y obras de transicié ’ '
primera obra de dlgebra simbglica, “z/ drte Andlitico™ c(i F. Viets (Wi e

: ; a, “Ll 4 tnalitico”, de F, Vieta [Wi
g . s . s . Vieta [Witmer, T. R

981], y la experimentacion de sceuencias pedagogicas, cuya escritura estg ba;ada ’
.' . . EX T . y . ) ' a
su vez, en trabajos de analisis histérico-critico de) desarrollo de las ideas matemé’l'
cas {(vé i y 1zacis l )

as ( case Capitulo 11). A través de la realizacion de estos trabajos previos, se llega
a ¢on : xistencia y loealizacis ' ’
memucmr‘l’nr !l,n existencia y localizacion del corte didactico mencionado ’muerfogr

¢ en la linea de evolucion del pensamicnto aritmético al pensamiento algebrai
- I ” i

‘-—““——————*_________
d N
Este es of tratuniv adici j
B > ‘ ot radicionsl en a enseftanza de 1 .
_ P FUISCRANZL e L resalodion de ecuuciones :
madelos sintictice-vidtie et ) ’ de evuagiones basado en los
RO ¢ ;L(} \u‘nm {transposicion de 1tnminos de wiembro 8 oiro) y culeriane {adicion y
thiplicacion de s vk By . o A b R ;
?_‘ acen de dos inversos aditivos y multiplicativos, respectivamente en los dos miembros ;
ecuacion), i 03 dos miembros de la
5
© Nos referimos a los v$0% de re x .
A0S procesos de recaperacion, en un nivel sinfdetico, de los elementos comunes a

fas acciones ejecutadas en ¢f o reiterado d . )
s o i ¢ un modg) Sitac . . Lo .
Digitalizado por:dlﬁéf&.\ﬂg‘ctt’g? EFES TR FUBE8 Cerino

hturrubiartes@beceneslp.edu.mx




L 9 @

8 Aspectos Tedricos del Algebra Educativa

co en el nifio. Dicho corte diddctice se corresponde (con las distancias que median
entre un 4mbito y otro) con cambios Tmportantes en la historia del surgimiento del
dlgebra simbdlica, concernientes a la concepeidn y operacion de objetos como las
incognitas. De este modo, en una de sus paites, la investigacidn sobre la adquisicion
del lenguaje algebraico, se centra sobre el estudio de los procesos de cambio que se
suscitan en una vencidad pequefia del corte. El estudio “Operacién de la Incégnita”
se ubica en dicho momento y su preparacion comprende dos etapas: ¢l diseiio y apli-
cacion de un tratamiento de ensciianza previo a la observacion clinica, que permita
hacer un alto en la enseiianza ch el mowmento antes scialado y la parte correspon-
diente al disefio y aplicacion de una prueba diagnéstica sobre eficiencia pre-

algebraica, para elegir lus sujetos a observar, en funcion dg su gjecucidn en dicha
prueba; los resultados del dingnéstico tambicn son utilizados en el disefio v montaje
de la observacion clinica.

En términes de i enseianza of corte se lovabizg

Aqui

b

Los nifios ya han aprendido a resolver
ccuaciones ‘aritméticas’

LLos niftos no han recibido instruceidon al-
suna para resolver las primeras ecuacio-
nes no aritméticas’.

Alaunos ejemplos son: Algunos tipos son:

B=C Axt B = Cx
\(8\’.‘:(7} =D Av+tB=Cex D
fopxl
A A C

Para resolverlas no basta con invertr ias
operaciones (aplicadas a los datos del
problema).

Para resolverlas, es sulicicnte con inver-
tir las operaciones {aplicadas a los datos
del problema).

No hay necesidad de operar la Es necesario operar 1o representado

incégnita

|
|
J

Il estisdio se Hevo a cabo on el momento del corte.

Los propositos del aszud'o ‘Operacion de fa Incégnita”, en lo que toca a la
pa:tc de la observacién clinica son:

4
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I. Analizar las respuestas espontancas de los nifies, cuando se les enfrenta por
primera vez a la resolucidn de ecuaciones ‘no-ariméticay ',

™~

Analizar la cjecucidn de los nifios en lo resolucidn de ecuaciones ‘so-
arinndticas’ . inmediatamente despuds de proporcionales (durante la misma
entrevista) una fase de instruccidn para operar la incognita, .

Los propositos 1 y 2 estdn dirigidos hacia finalidodes mas generales del estudio;

O Corroborar Ia ubicacion y percepeion, por parte del nino, def corte didictico
cntre operar y no opetar la incdgnita.

by Aistar agquellos fendmenos relativos a conductas de ancliye on ¢l conoci-
miento aritmetico, fos cuales pudicran corresponder a obstrucciones para fa

adgeracidn del Tenguage afecbrawes.

¢). Reconocer problemas de aprendizaje de los nuevos conceptos, provenientes
cde fa manera en que se enselfan y provenientes de las estrategias de ense-
fanza con que se¢ ha pretendido ensefiar foy tomas pre-algebraicos.

Estamos interesados en tratar ¢l tema de los procesos que se desencadenan
al introducir nuevos conceptos y operaciones por medio de algin medelo ‘con-
creto’ de ahi que sdlo nos referiremos a los objetivos sefalados cn 2, by ¢, fos
cuales ticnen una relacidn mas directa con la ensefianza. ‘

La poblacion estudiada comprende tres gencraciones de mitos de 12 3 13
aitos de edad, del segundo aio de secundaria, de un mismo centro escolar, quzc-
nes rectben nstrpccion en matemiticas dentro de un sistema
trofada®.

Ly~ .' 4

Bl test cserlto sobre pre-dlgebra comprende tres sub-temas: ccuaciones
carimméticas’ con notacion literal (por ejemplo, Sx + 3 = 90); ecuaciones ‘aritméti-
cay’ sin notacidn titeral (por ejemplo,  -95 =23} y probleimas correspondientes a

ecuaciones “ariymdticas’.

Una vez establecidos y aplicados tos criterios de fa clasificacion de la po-
blacion respecto a cada uno de fos gjes (sub-temas) considerados en el test de pre-

“ La poblacion i estudio recibe instruecidn en matemitivas con materiales que les permite realizer
trabajo individual en clase, con ritme propio. S¢ Heva un control de los avances individuales y pru-
pales de los extudiantes y se ticne la posibilidad de intervenir con matertales latcrales de ensefanza,
en log casos que lo reguicran,
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algebra, se obtienen distribuciones, respecto a tedo el test en su conjunto, como a
siguiente! .

Ecuaciones sin literales

(0,3, .
: 1 (330)
/ * P Pre %
(9,5 3 N -
&= : O@, 3,9
/
'
: /-; L4 :
P (2
i AN
i
10,0, 0 Alf; AN (3.0.0
[ R L L L TR g
¢ e & ~ . e For e 1ot e o s b,
. =
(3,13, 33
Preblmas (“1 Fespusstas dadas por

4 estuchiartes

@ Respuestas dadas por 7
estudantes

O Pespusstas dadas por 17
» esturhantes

Ef grupe a observar corresponde a4 niftos ubicados sélo en fas clases a lo Tar-
o de la diagonal principal, ncluyendo algunos casos que contravienen el orden de
algunos de los ejes, s decir, nifios ubicados en las clases corvespondientes a los
demas vertices del cubo.

En relacidn al obietivo 1 de estudio, es decir, al que sc refiere a las respues-
tas esponténeas de los nifios ante las “primerus ecuaciones no-aritméticas”, fueron
consideradas, en cada generacidn de nifios, las tres clases que aparecen a lo largo
de la diagonal principai, a las cuales denominanios estratos bajo, medio y alto,
respectivamente. En total fucron entrevistados veintisicte nifos, las cntrevistas
fueron videograbadas.

. B . ;. . - *
Las secuencias de items que conforman la entrevista clinica son las sigutentes (1)

(1) Lstos son los ftems basices de lag secuencias, pere se medificaron tanto o orden de oy items

coimd de algunas secuencias, segln el desarrollo de cada cutrevista, asi como en ogasiones se confees
i wionaren items adicionales.

911

<

Capituio stho

La entrevista clinica
Cinco secuencias de items:

Secuencia E: verificacion del pre-test.

x+5 =8
x-4 =8
x+27 =58
x—15 =143

X+1568=392

Secuencia Crla ecnactdn camo cquivafencia

141 4]
x+ =74+
6 16

vt 17=41+ 17

X+ * -6+ *
< 4

Secnencia § operando ta incdgnita

Y+2=2x
2x4d=4x
Ix+8=7x
3x+8=06x
34 2x=0y
Sx=2x+ 3
Sx=3+2x

1”

N

Ecucciones aritméticay

13x =39
Ixx =39
6x  =34434

{x+3x6=48
4x(x+11}=52
Cencedacion
X+5=2 +5
x+2=2x+x
X+2=x4X

X+5=x+x

Ecuaciones "no aritméticas’
Tx+15=8x
38x+72=56x
37x+852=250x

2x+3=5x

Ix+20=x+164

Ox~18=4dx
Ox-8=4x+0
Tx-20=5x+30

Digitalizado por: 1.S.C. Héctor Alberto Turrubiartes Cerino
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Secuencia A: Problemas de “encontrar un niimero”

En relacion al objetivo | del estudio, el anlisis cruzado: secuencias de la
entrevista versus 10s tres estratds de sujetos arroja resultados que permiten, por un
lado, confirmar la presencia del corte didéctico (sobre todo, basindose en la ejecu-
cién de los nifios de estrato alte) y por otro, delinear los acercamientos caracteris-
ticos propios de cada ‘estrato’ a la situacidn que representa el corte, es decir, a la
resolucion ‘esponsened’ de las ecuaciones “no aripnéticas’, secuencias C'e /.

Para abordar el objetivo 2 del estudio, es decir, el que se refierc al desempe-
iio de los nifios a partir de una fase de instruccion para operar la ingdgnita corn base
en el modelaje de las ecuaciones en contextos “concreios’, tanto la administracion
de las segunda parte de a entrevista clinica como su analisis estan enfocados a fos
nifos de estrato athto. Esto se debe esencialmiente o que es necesario tener aseguradoe
un cierto geedo de dominio ded fengunje srivmduco v pre-alachraico o i de poder
asimilar fenomenos anténticos de transicion, sin correr ¢l riesgo de que dichos feno-
menos puedan tener una relacion causal con deficiencias ¢n conocimicntos basicos.
sobre los cuales va o erigirse ¢l nuevo Sistema Matematico de Signos,

Esta parte del estudio se micia con una fase de instruceidn para operar {a in-
cognita en el momento en que ¢l niito deja de intentar resolver con sus propios
medios, las ecuaciones de la secuencia b

En la siguicnte seceidn, se hard una breve resefia de los resultados en esta
segunda parte del estudio clinico, a fin de tener referentes empiricos para la des-
aripeidn de Jos procesos de interaccidn entre los aspectos semantico y sintdcetico en
la adquisicion de los primeras clementos del Sistema Matemdtico de Signos Alge-
braicos.

4. PROCESOS DE ABSTRACCION DE LAS OPERACIONES, A PARTIR
DEL USO DE UN MODELO PARA APRENDER A OPERAR LA IN-
COGNITA

Jaunque heo Gases tedricas pava confiar en que un primer acercamicnto semantico
Cowhrac oas convenienie para el buen desempedio algebraico posterior que un

BRYE saeramente sintactice, « o no sianifica que la construccidn de la

wcasnopartie Jeoese o aos ooTonto, sea inmediatan estan de

3 =503 de abstraceion BIae s que se realizan con los cle-

Casw ol Scotiecota oo se ot roedelando los nueves objetos y

i U80S Drusun. rosu . res, como el proceso de gene-

¢ .. A4S acciones ¢ o Ty eso de diseriminacion de los
Giiog ok aomodelar, entee o .

Aspeuws 1edricus ue Algenia cducativa : E

ﬂm
Capitulo acho 4

Como ya se ha seflulado en una seceidn asterior, para fines de este estudio
se parie de la base de que una de las primeras operaciones algebruicas, propia:
mente dichas, es la operacidn de la incdgnita para la resolucion de ecuaciones
lineales ‘no-aritméticas’, y se adopta la posicidn de introducir semanticamente
dicha operacién mediante la utilizacién de modelos ‘concretos’,

Dos modelos son utilizados, la balanza y un modelo geométrico. A conti-
nuacion se hace una descripeion esquematica de cllos.

Descripeion-esquemitica de los dos modelos utilizados para enseilar a ope-
rar la incognita;
Madelo geométrico: Ecuacion propuesta Ax+B=Cx, 4.8 v C emteros
Positivos y O >4, en este caso.

Nota: A ox alios se les presentan ccuiaciones, donde

A By Cson nlmeros particulires:

I, Reproducceion del madelo I

e €

(Traduccion de la T

ceuncion al modelo) x I

2. Comparacidn de areas:

E
i
]
3. Elaboracidn de la ecuacidn simplificada: (C-4) x = 4.
4. Resolucion de ta ecuacidn simplificada.
3. Veriticacion de Ta respuesta.

Maodelo de balanza: Ecuacion propuesta v+ 5= Cv, 4 B v O son enteros

positivos dados y (4, en este caso.

Digitalizado por: I.S.C. Hector Alberto Turrubiartes Cerino
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tnoo.0 = mm.m| | 000D..O |
{A) Chjetos con (B) Objetos con (C) Chjetos con
igual peso (des- jgual peso (co- igaal pesa (des-
conocido). nocido). conocido).

(Traduccién de la ecuacion
al modelo)

ki

L. !
(B) Objetos

oo..a|

(C-A) Obietos

5 Reduccién iterada de los |
objetos de peso desconoci-
do, manteniendo el equili-
brio, hasta eliminar todos
los objetos de este tipo de
uno de los platitlos.

flaboracién de ia ecuacion simplificada (C- A) x = B

()

Resolucién de la ecuacion simpliticada.

=

Verificacidn de la respuesta.

th

En el caso de los dos modelos, a los nifios de alta eficiencia pre-algebraica
se les proporcionan solo los primeros elementos del modelo (Fase 1 de traduccion)
dejando que por si solos desarrollen las etapas subsiguientes con la minima ayuda
posible por parte del entrevistador. Una vez dominado el uso del modelo para una

ynodalidad de ccuacion (Ax + 3= Cx), se les proponen modalidades cada vez mis
complejas (Ax+ B=Cx + D Ax~ B=Cx+ D1 Ax—B=Cx~D  ewc)afinde
observar la transferencia del uso del modelo a estas modalidades, asi como ios pro-
cesos de abstraccion de las operaciones realizadas una y otra vez en el modelo.

Resultados

£n el desarrollo de las entrevistas se ponen de manifiesto procesos de abstraccion
Jdz las ope::ciones sobre nuevos objetos (las incdgnitas en este caso), a partir de
Ciirar ac. anes sobre ellos en el madelo, hasta llegar a operarlos en el nivel del

cg T Tem D eslos poCese DY straceion se detectaron fenomenoes como:

sentAnoade s sanis . acompaiada de ta presencia

X <o ocelades o . Sias frecuente es el del apa-
aoopLnt re ~ s Uamadas eounciones T
Gx 0 epe we sn medios ¢ of proceso de
Sacier - Gt <ol uso de algtn modelo. Se
ral cu o1 N0-rECONOCUTICHe e 2Ch .ephificada (C-o4) x = [ comio

|
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uia ecoacion que ya se salia resolver sintdcticamente; esto obedece a tn fe-
ndémeno de centracidn'en el modelo, lo cual impide que el nifo le dé una
lectura a la ecuacion simplificada como una cxpresién desligada de los sig-

nificados concretos que el modelo le conficre.

Ejemplo: Fragmentos de la entrevista con Valentina, 13 afos, estrato alto
mostrod en la serie E una alta eficiencia para resolver ecuaciones *aritméti-
cas’, aiin con soluciones negativas.

Ecuacidn propuesta: §x+30=5x+9

Por medio del modelo geométrico Hega a plantear a ecuacion simplificada:

Ix+30=20

V: “:Como?”

22, Crees que podrias ahora resolver &sa?”

s AP 5

Vi “Nueve menos... (sefiala ¢l nueve de la derecha y con movimiento hacia
o o ;
ia tzquierda, scitala el 30) ... Nueve menos un nimero mayor que nueve

me va a dar ntmero negativo, entre tres..,”

V:noda la respu L5 iste i
da la respuesta y después de que el entrevistador se la pide, V procede

a usar el modelo geométrico {que cn este caso no es pertinente usario):

3x+30=9

3

H

El entrevistador le pide a V que resuelva li ecuacidn 3x + 30 = 9 sin ¢l mo-

delo.

fi
E: *;La pucdes resolver?”
v. (&NOM

Después de unos minutos:

Vi Buene, siquieres a hago con..” Toma la calculadora y recupera su ope-

ratividad anterior, invierte las operaciones y obtiene x = -7

[.a modificacion de la nocion aritmdética de ecuacion:

Domp gy, s e N . tet M ' H
Por micdio de enfrentar distintas modalidades de ecuaciones, cuya estruciura
no necesariamente concuerda con la de los cjemplos wtifizados durante el me-

delaje.
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'Ejemplo: Resefia de una secuencia de ftems de la entrevista con Matilde, 13
afios, estrato alto, en este momento ella ya ha abstraido las acciones del mo-
delo en un nivel sintictice y prescinde de é] para la resolucién de las ecua-

ciones. De entrada, no identifica entre si las ecuaciones: 2x + 3 = 5x, 3 + 2x
= 5x, Sx 2x+3 ny"3 + 2x.

Mt 16 , M 19

2x+3=5x
2x+3=5x-2x=3x

Sx=2x+3

I Mt, 17
como la del item anterior:
342x=5x

La permutacion de t¢rminos en ¢l | §x = 2x 4+ 3
. i c

micmbro izq n:‘rdo hace dudar a M 2y +3 = 5x

sobre el movimiento que debe realizar

conla'x’ 2x4+3=5x~2x = 3x

I Mt. 20

Sx=3+2x

Mt 18

2x+3=5x

Se le presenta a M la ecuacién del Item | A pesar de que M identifica esta ecuacién
16 para que las compare. Ella recono- | con la del item anterior, no le asigna la
ce que son la misma ecuacién, salvo | solucidn ya encontrada para esta Gltima; le
por la permutacidén de los términos, | asigna el mismo método de solucion:

pero reconoce también que no se habia

dado cuenta de ello. Sz Fope 2;‘.&‘ 3x  x=1

i

Por med:o de la necesidad de no sélo darles sxgmf’cado alos termmos de la

- ecuacnén, sino de dotar de sentido a estas nuevas expresiones y 4 las opera-
ciones’que' se requieren para utilizarlas. Una manera de darle$ sentido se
presenta via el proceso de verificacién, al darle un nuevo significado a las
ecuaciones algebraicas en que aparece la igualdad, como aquellas en fas que
es posible hacer una serie de operaciones, de tal manera que se obtienc un
valor de la incégnita, y cuando se sustituye en el miembro izquierdo y se
realizan las operaciones indicadas y se hace lo propio en el otro miembro,
los resultados coinciden.

Ejemplo: Matilde, después de 25 items resueltos, unos con el modelo geo-
mdtrico y los Gitimos ya en un nivel sintdctico, en la etapa de verificacion de

M modifica la ecuacién para resolveria-

| ﬂ'? I

la respuestc a 10x —~18 = 4x+6, M da, espontdneamente, una interpreta-
cidn ‘mas algebraica’ de la ecuacibn:

Capitu§o ocho

Subéerie I-g
IML 26 10x—~18=4x+6

M. da, espontineamente, una interpretacién ‘mas algebraica’ a la igual-
dad.

M: “O sea que son equivalentes”, , .
E: ‘;Qué quieres decir que sean equivalentes?”

M: “... §i yo saco cudnto vale ‘x” y hago esta operacidn (sefiala miembro
izquierdo), me sale un resultadc, éste resultado tiene que ser igual a
dste (seitala miembro derecho)™.

Resuelve la ecuacion con el método *operar la incognita en la ecuacion’.

Nota: Al inicio de la serie I, Matilde interpretaba una ecuacién ‘no-aritmética’
como ‘dos ecuaciones equivalentes’ (refiriéndose a los dos miembros de la
ecuacidn, puesto que en ambos habia ocurrencias de ‘x”) y sélo en este item
que ella explicita su interpretacién en términos operativos.

El uso de grafias (codigos) personales para indicar las acciones ya realiza-
das y las acciones por realizar sobre los elementos de la ecuacién en el pro-
ceso de resolucién, Esto sugiere la existencia de una etapa previa a fa etapa
operacional algebraica. En esta etapa, se presentan también obstrucciones
que dichas grafias imponen cuando la complejidad de las ecuaciones au.
menta, generando lo que después, en el estudio posterior del &lgebra se con-
sideran ‘errores naturales de sintaxis’: uvso inadecuado de los signos de
igualdad, aus?ncia de éstos, olvido de algunos términos, etc.
. :

i

Un ejemplo ilustrativo es el de Mt, quien abandona répidamente el uso del
modclo concreto para operar, la !ncégmta y genera sus propias grafias y ¢6-
digos para indicar las acciones sobre los elementos de la ecuacién, -

El arraigo al modelo {(a0n en casos muy complejos de representar), el cual
subyace a una operatividad algebraica aparente sobre los elementos de |
ccuacion.

Ejemplo: Valentina, después de 28 items de la serie |, continGa utilizando el
modelo geométrico, sin dar muestras de algin intento de prescindir de €él.

‘Los siguientes son los Gltimos items de la entrevista, con un alto grado de

complejidad en su modelaje:

Digitalizado por: I.S.C. Hector Alberto Turrubiartes Cerino
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mente complejo. En el otro ¢aso, el de tendencia operatoria, hay una bisqueda
constante de los elementos de sintaxis que hay en las acciones en el modclo,
que se repiten en la resolucion de cada ecuacién y en cada modalidad de ccua-
cidn: esta busqueda provoca un desprendimiento rapido de la semintica del
modelo, para modelar esas acciones en un lenguaje mds abstracto, mediante la
creacion de grafias personales, las cuales no pertenecen ni al modelo ni al 4l-
gebra, se ubican en un nivel intermedio previo al operacional algebraico.

2 Hay obstructores a la abstraccién de las operaciones en el modelo hacia un
nivel sintdctico-algebraico que no dependen ni del modelo particular utilizado
mi de las tendencias en los sujetos como las mencionadas en 1); dependen del
énfasis puesto en la componente del modcelaje que permite apoyarse en cono-
cimicento anterior y operaciones dominadas por el sujeto, para introducir los
nuevos objetos, conceptos y operaciones; esta reduccion de fo nucvo a lo co-
nocido comporta ¢l riesgo de ocultar las dificultades de operar con los nuevos
objetos y de poner en juego los nuevos conceptos. En efccto, en los procesos
de abreviacién y automatizacion de las acciones en los dos modelos aqui utili-
zados, se observa una tendencia a ocultar [a operacién real de la incégnita. En
el modelo geométrico, la abreviacion conduce a un desvanecimiento de las
areas que involucran a la incognita, de hecho, la dimension lineal que se pier-
de es la que representa a la incognita y las operaciones se reducen a operacio-
nes entre los “daros™ de la ecuacidn, dejando 1a incdgnita de jugar algin papel:

A ¢ <

i
L e

!
3 l
}

4-‘
w
—_—

sianza, debido a la discretizacion de los cocficientes de “x” y de los

¢ :in o rastantes, es posible rexi*ra- operacicnes del mismo tipo con uno

.75 otros, siendo estas - zciones enww numeros de objetos con
0y numero de objetos - peso deszonocido.

B D
- e — N
gEa. n oo .o 3 nQ. B
sizncon (oo Jos dos o0 edos) conunoe a cometer crrores tpi-
st sintaxds algebi e oL suinar (0 restant en forma
sl antes de térmes - distooc rado; adn sujetts con una

croslana come: Cmieo upo de errores, o causa ded

4
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uso de sus grafias personales, las cuales se

Brafic generan también en r
de automatizacidn de Jas acciones. " an proceso

Ax+B=Cx+ D (A+B-D)+(C .

O bien, introduci ¢ is “arti
¢ r paréntesis ] ” i
B+Ax:_)(3+ .p § “artificiales” en  algunas expresiones
(B4 A)x aislando las operaciones entre nimeros de
con la incépnita.

Su operacién

Contrastacion de uso de dos modelos distintos para operar Ia incégnira

P—,n‘ una tercera fase del cstudio clirico “Operacién de In Incoenita” se |

analisis comparativo catre las observaciones realizadas enla e'c:uci;'m,d }”fcc "
estrato altp (en cuanto a operatividad pre-algebraica) en 1a reioluci(’m de m‘m')i'de
nes “no—nruméticas’ < utilizando el modelo de i bedanza vy Jas observ, e Cﬂ»\‘mj‘io.
curnientes a los procesos de abstraccién de las operaciones ;jeil z;}od‘lr‘o;:f?»tnjl-
nivel sintéctico, en el caso del uso del modelo geométrico. e1o haeia un

Elinterés de realizar esta comparacién entre modelos es ¢f de poder identi
ficar aquellos fendmenos que se suscitan durante los proc;:sos de strancion o
laz:; ppcraciones en el modclaje y que no dependen del modelo ;s
utilice; aunque, también existe el interds de detectar las variacio
modelo, a fin de que puedan ser tomadas en cuenta al :
sefianza basadas en ellos.

abstraccion de
pecifico que se
nes de modefo a
proponer estrategias de en-

Entre los resultados més relevantes en cuanto a los aspectos que varian de
un modelo a otro, se encuentran los siguientes:
L Hay maneras especificas {segin cada modelo) de traducir los clementos de

la Cf:txaCIOn al modelo, que representan una obstruceidn al progreso en el uso
de éste. En el modelo © ‘

1
'

IMLI3 120x+5] = 23y
1295451 = 2315
Zroi=edla-

I2?x+ 01=231x-129x = 102x

. 4

1293+ 51= 2311~ 129x = 102x
\\\__Lw;.,.., S

4

A . bt Apag by ? H h
M: “Entonces ‘X’ es igual a dos” (Respuesta errénea)
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IMt. 14 37x+ 852 =250x

Aplica el método de “operar la incégnita en la ccuacién” y lectura
estilo abbacoe, *

37x +852 = 2505~ 375 = 213x
w4

M: -#;Qué nimere multiplicade por 213 nos da éste (seiiala V
g5y &

7
37x +852 = 250x~37x = 213x Z

——
IMLIS N+ES=2x
x+5=2x~x=lx

x+5=2x-x=1x
N

M: “Una ‘x’ tiene que serigual a 5, 0 sea que ‘x’ es igual a 5,

En referencia al ftem IMt. 14, cabe notar que Mt no escribe la ccuacion
simplificada con las grafias del dlgebra, aunque si maneja la igualdad 102x = 5],
ya que la sefiala con una flecha y la resuelve (erraticamente porque usa erratica-
mente un hecho especifico). Mt. crea sus propias seilales para explicar la ecuacion
simplificada y los seifalamientos que la acompaian permiten ver las acciones que
se hicieron antes y Jas que hay que realizar para la resolucion; ésta €s una ctapa
previa al nivel operacional en el cual la ecuacion simplificada se escribe con la
sintaxis algebraica.

Esta etapa previa a la operacional juega un papel muy importante para desa-
rrollar operaciones en matemticas; antes de tener las acciones estabilizadas en un
nivel operacional, uno se gufa con sefiales propias creadas (por uno) para ¢l tipo de
problema que estd atacando, aiin después, aunque se creen maneras mds reducidas y
méds sintdcticas de hacer las operaciones involucradas, siempre esta esteategia de
dibujar {con sefiales propias) es una gran ayuda para ver qué ¢s o que 3¢ estd ha-
ciendo. De hecho, Mt esta creando ta manera de indicar el proceso con una grafia en
que esla eserito gué se esld haciendo, qué estd correspondiendo con qué; on realidad,
i que Mt explicita es una ecuacion simplificada con muchas mas seiales, pero gue
rite ver 1o que se ha hecho antes v e que se ticne que hacer despuds,

En lo geométrico, dicho obstructor, coasiste e desglosar en dimensiones linca-
wen rectangadar que representa al teinino medio constante (F en A + 2= Cx)

-

?
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lo cual ¢co a aplica ] 1
.nduce‘ 4 dp']lCr..f el método de “acoplamiento de las dimensiones lineafes”
para [a resolucidn (ie., encontrar b Y h tales que bxh= 1R y b=C-4

28, puede causar confusion en el desarrollo de la estrategi

fnoc,'lek?, la cancelacion reiterada de pesos idénticos y ademds, debilita la nocion de -
mcognita en el contexto de la situacién ‘concreta’:

] - - 2 é
h=C~ A4, mistna que no es aplicable en el caso de que B no sea divisible por C-A:
A :
P A= C- A (S C -y no divide
/// a B, entonces, no
es posible encon-
// trar 5 y 4 con las
/ g 3 4 I caracterfsticas
5 . - £ deseadas.

o . nt, no. . M N
Enla batanza, al tratar de asignar unidades de peso a tos objetos en ta balan-

a inicial “nacral’ del

4rx+6=2x

M

=3 f 4 ¢ ’ - ‘
El valor de ésta “x’ debe ser menor que ¢l valor de esta ¢

0Dgoao EAMENN®D g

[Jo

Nifio: Digamos que el valor de ésta  es 6 gramos y
ésta es dx.

Entrev. ¢ No pesan lo mismo?

Nifio: §i, son iguales.

,«"’Ww T—
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algunas transferencias del uso del modelo de una modalidad a otra de la
ecuacion son mas “naturales” en un medelo que en otro. El paso de la mo-
dalidad Ax+B=Cx a Ax+B=Cx+ D es més natural en Ja ba-
tanza, dado que la accién de la cancelacion reiterada es esencialmente la
misma en un ¢aso que en otro, ademas de que en este modelo, la ecuacidn
simplificada queda planteada en el modelo mismo y puede ser resuelta sin
tener que traducirla a las grafias del dlgebra,

a: Ax+ B=Cx+ D(sup. B> D)

Aspectos Tedricos del Algebra Educativa

De: Ax + B =Cx

8 o 4 B ¢ 4
o .0 am.m 0 0. 0{000.0 =E. % C 0.0 ® 8 ®m

! 5 c-a
i e ey _
s M o " oaon o o " oa &

“nm..m 0 0.0
l k4
5-D )
" » 0 o

mientras que en el modelo geométrico, es necesario darse cuenta de que basta
con superponer las areas correspondientes a los términos de grado uno, sin
realizar ninguna accién sobre las correspondientes a los términos constantes,
para poder plantear la ecuacién simplificada, i.e., ¢n cste caso la transferencia
del uso de un modelo a una nueva modalidad de ccuacidn no es trivial.

a Ax+B=Cx+ D

De: Ax+ B =Cx

(C-Ax=8-D

. §
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Sin cfmbarga, ¢l paso a modalidades como dx — B = Cxbddx—-B =0
requiere de interpretar, en el modelo, términos consmmcs‘ ‘:ne 1 [“ f’+ D
cuales en la balanza no tienen representaciones “concretas” c‘ ufgc":uiiw~s s
ponden (a'no Ser representaciones que se deriven de accic;ncslmc Lts !COFYCS-
mo por ejemplo el restablecimiento del equilibrio), mientras “u";e& o
somexto d:e areas, dichos términos pueden Smerpr:;tarsc Cf;moq acc?n "
r:gncref(w’ dc‘ remover dreas equivalentes a los valores absolutos de !0'0[”'95
mnos en cuestion, sin violentar, de esta inanera, a semantica del modelo*s -

AX"‘B:—‘CX 6 AX"'B::CX_D

| [E—

ln?fﬂmemc, en el caso de una solucidn negativa, no hay forma de Hevar a cabo
acciones cn el modelo concreto para ‘simplificar’ 1a ccuacion propuesta, cn nj

no de los dos modelos, como por ejemplo en: 4x +6 = 2x. Esta ecuaci‘c’;n "“”8;"
representarse tanio en el modelo de la balanza, como en el geométrico e"osiapue :
bos casos, las acciones de simplificacién ‘dentro del modelo’ conducc;rfn3 a' it ; o
nes que, en el nivel conereto, carecen de sentido, como pucéen ser ”’m:asss seson
igualados a cero y que en sus representaciones ‘concretas’ o graficas ng lo sor? pees

6. DISCUSION FINAL
El modelaje y 1a ensefanza del dlgebra

Los' ,resultados oblqr'udos en esta parte del trabajo permiten afirmar que la rectifi-
cacion tanto de los'errores de sintaxis algebraica, como las vicisitudes operatorias
que se presentan en medio de procesos complejos de resoiucién de problemas o
ecuaciones, los cuales se generan durante el aprendizaje del dlgebra, no pueden
dejarse a la espontancidad con que los nifios hacen uso de los primcro’s cle;eﬁtos
que sc les proporciona para incursionar en el terreno del dlgebra, ya que las tra-
yectorias que trazan csos desarrollos espontdncos no se dirigen ’hacia lo que l'x
ensefanza el dlgebra pretende lograr: por ello, precisamente c’csa rectificacién ¢.>
tarea de la ensefanza. De modo que st se piensa en la int:‘odt;ccf{)lx de ciertas no;

- ciones algesraicas por medio de modelos {incluido el modelo sintdctico), es con-

veniente tener ¢ ¢ s | incin: .
i eren mente algunas de Ias principales componentes del modelaje.

El.modelaje ticne dos componentes fundamentales, una, Ia de Ia traduccion,
por medio de la cual se ies dota de sentidos y significados en un contexto més
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‘concreto’ a los nuevos objetos y operaciones que se introducen, mismos gue apa-
recen en situaciones mas abstractas; es decir, mediante traduccion, a dichos obje-
tos y operaciones se les relaciona con elementos de una situacion ‘concrera’, ésta
es un estado de cosas que representa, a su vez, un estado de cosas en la situacidn
més abstracta {(en el caso del modelo‘geométrico, la igualdad entre areas o magni-
tudes corresponde a una igualdad entre expresiones algebraicas) y a partir de lo
que ya se sabe en el nivel mis ‘concreto” acerca de la resolucién de tales situacio-
nes, se introducen operaciones, fas cuales, aunque se lleven a cabo en lo ‘concre-
t¢', se pretende que también se realicen sobre los objetos correspondientes del
nivel més abstracto; por ello, se hace necesaria una traduceidn de ida y vuelta de
un contexto a otro, para que sea factible la identificacién de cada operacion del
nivel mas abstracto con la correspondiente en ¢l modelo ‘concrero’.

Una segunda componente del modehye os la separacion de los nuevos ob-
jetos y operaciones de los signmificados mis “coneretos’ con que tueron introduci-
dos; es decir, el modelaje también pretende lo que Mt pretende desde un principio,
que es desprenderse de la semantica del modelo “concreto’, ya que, a la postre, lo
que se guiere lograr, no es resolver una situacion que ya se sabe que se puede re-
solver, sino encontrar las maneras de resolver situaciones mas abstractas, via ope-
raciones mds abstractas. Esta segunda componente es un principio motor que
orienta la funci6én del modelaje hacia la construccidn de una sintaxis extra modelo.

£l estudio aqui resefado muestra que el dominio de la primera de las comi-
conentes det modelaje (la traduccién) puede debilitar o inhibir el desarrollo de Ia
snda; 1! es e} caso de sujetos que, como Vi, logran un buen manejo del mo-
o7, pero que debido a ello, desarrotian también una tendencia a per-

L Lo
poower y o progresar dentro de ese contexto; este anclaje al modelo va en contra
o cira c.oamponente, la de la abstraccion de fas operaciones hacia un nivel sin-
Coes da o upone un rompimient oon la semantica del modelo ‘concreto’.
st.  o.atamiento sobre ia i 2idn £ osas dos componentes basicas
ic - dependen de tater oo cip del seete ) pues alin en casos de tenden-
cac - oy ohde Mtse go il duraies tes procesos de abreviacidn de
O w g sduceids de gr crepme foe {entre la situacion concreta y
Il abran b obs ceanes e rocesos de absicaccidn de las
b & sen ziompds cretc’ o ooasa de no contar, en ese pe-
: : GLoomanoas s e sde antar los resultados o estados
€ L2y L% Operasinnes. vome. 2o vata de una deficiencia en la
2 ‘ C o osentesds la s R
as LTicnes antes sedsh stioyer una especie de insuficiencia
Cedindy tido de que <0 . . _inal desarrollo espontaneo por
pravte ded toop ab vittae foraiccion oo aande s coanponentes, Hemde noocultar,

¢
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recisamente, 1o gue esenci i nsefar :
g?. st » 10 que esencialmente se intenta ensefar, que son conceplus y opera-
CHINCY HHeVAS.

Esta cspecie de dialéctica entre los procesos que corresponden a jas dog
componentes del modelaje, tendria que ser tomada en cuenta por la ensedanza, fa
cual debiera tratar de desarrollar armoniosamente los dos tipos de procesos ’d;
modo que uno no obstruya al otro y viceversa. En efecto. a partir del anélisist de
los casos aqui presentados, es claro que esta es una tarea de la enseitanza, dado que
ese segundo aspecto del modelaje, el del rompimiento con las nociones y opera-
ciones anteriores, en lds que se apoya la introcduccion de los nuevos conocimien-
10s, es un proceso que consiste en la negacién de partes de la semantica del
modelo; estas negaciones parciales tienen fugar durante la transferencia de! uso del
modelo, de una situacion de problemas a otra (en el caso del modelo geométrice
se trata de una transferencia de su aplicacién de una modalidad de ecuacion a otra;
pero, ciando esta generalizacidn en ¢f uso del modelo queda o expensas del desa-
rrollo espontaneo por parte del nifio, las negaciones parciales pueden darse en
partes geucinlcs del mismo (en el modelo geométrico, se nicga la presencia v la
operacion de la incognita); es por ello, que se hace necesaria la intervencion con
ensefanza en el desarrollo de estos procesos de desprendimiento y negacién del
modelo, a fin de encauzarlos hacia ia construccion de las nuevas nocion:s.

El traslado de 1a problematica semantica versus sintaxis algebraica a un ni-
vel de acciones del modelaje, permite cerrar distancias entre |a ensefianza y dicha
problematica, ya que, mediante el anélisis de esta interaccion a este otro nivel,
quedan al descubierto fendmenos didacticos, que sefialan como necesaria la inter-
vencian de la enseifanza en momentos claves de los procesos que se desencadenan
en las inicios de la adquisicion del lenguaje algebraico.
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Hans, F., “El método” y “Fracciones”, en Fenomenclogia didactica
de las estructuras matematlcas Luis Puig (trad., notas e
introduccién), México, Depadamento de Matemética
Educat:va~Cmvestav-1PM 1983, pp. 1-6y 7-54.

CAPITL e 2 i |

FL METODO

2.1, Aspectos de la fenomenologia

Empecé con un ejemplo para usarlo como tema concreto al que puedo

. recurrir al explicar mi método. Eleg{ “longitud” porque es, a la vez, un tema rico y

relativamente fécil. .

En primer lugar, jqué indico con los términos “fenomenologfa” y
“feromenologfa didactica®? Desde luego no me refiero a “fenomenologfa” en el
sentido que puede ser extrafdo de los trabajos de Hegel, Husserl, y Heldegger'.
Aunque la interpretaci6n mas clara que puedo imaginar es la que aparece usando
el ¢jemplo del capftulo 1, lo que seguiré haciendo con otros ejemplos en los
siguientes capftules, sin embargo merece la pena intentar dar algo similar a una

definicion.

Comicnzo con la antftesis —si realmente es una antitesis— entre
noumenoit {ovjeto de pensamiento) y phainomeron. Los objetos mateméticos
son noumena, pero un trozo de mateméticas puede ser experimentado como un
phainomenon; los nimeros son noumena, pero trabajar con nimeros puede ser

un phainomenon.

‘Los conceplus, estructuras e ideas mateméticas sirven para organizar los
fenémenos —fenémenos tanto del mundo real como de las matem&ticas—
asunto que he ilustrado.en el pasado con muchos ejemplos™. Por medio de las
figuras geométricas, como trisngulo, paralelogramo, rombo o cuadrado, uno tiene
éxito organizando el mundo de los fenémenos de los contornos; los ndmeros
organizan el fenémeno de la cantidad. En un nivel superior el fenémeno de la
figura geométrica s¢ organiza mediante las construcciones y demostraciones
geométricas, el fenémeno “ntimero” se organiza mediante el sistema decimal.
Asf, se va subiendo en mateméticas hasta los més altos niveles: una abstraccién
continuada da un aspecto similar a los fenémenos mateméticos bajo un cencepto

" —grupo, cuerpo, espacio topolégico, deduccién, induccién, etc.

La fenomenologfa de un concepto matemitico, de una estructura ma-
temdatica o una idea matemética significa, en mi terminologfa, describir este
noamenem, 'en su relacién con los phainomena para los cuzles es el medio de
orgamzacxén, indicando cusles son los plainomena para cuya organizacién fue
creado y a cudles puede ser extendido, de qué manera actiia sobre esos femémenos
como medio de organizacidn y de qué poder nos dota sobre esos fenémenos. Si'en
esta relacién entre noumenon y phainemenon subrayo el elemento didéctico,
esto es, si presto atencién a cémo se adquiere tal relacién en un proceso de
enseflanza-aprendizaje, hablo de la fenomenologia diddctica de ese noumenon.
Si reemplazara “proceso de enseflanza-aprendizaje” por “crecimiento cognltivo”™

)

* {Puede deberse & un mero acddente que Jos nombres de los fabricantes més pretendosos de cl‘-’sd‘ur
ininteligible de la filosofia alemana ~incluldo Habermas— emplecen por H?
Mﬂth(mrlcs s an Fducational Task, en particular capftulos I y XVIL

1

JE
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“zaje” - ~temp'+=~ 20r “f~  en I~ Rivigria” ~ fanomr-~ngfa bicsiza,

(, npre estoy interesaac por la renomenoiugia de :os noumena matei ,,

unque la terminologfa puede ser ampliada a otras clases de noumena. %

3

2.2. El papel que desempefan los efemplos

 El ejemplo de fenomenologfa con que comienza el capftulo 1 era, cla-
ramente, una relacién construida a posteriori entre el concepto matemético de

" longitud y el mundo de los objetos de los que se puede predicar la longitud,

estructurado mediante 1a operacién de composicion, ®. La longitud se interprets
en ese mundo como una funcién. No analicé cémo llegué a esa funcién. Aunque
esto era indispensable, lo omitf porque tenfa que abordar esa cuestién en la
seccién -de fenomenoldgica didictica y querfa evitar repeticiones. Perc, como
consecuencia, la seccién de fenomenologfa didactica contiene ejemplos de pura
*fenomenclogfa, tales como la seccién 1.15 sobre las aplicaciones de congruencia y
las secclones 1.18—19 sobre flexiones. De la misma manera, en lo que sigue no
separaré con nitidez fenomenologfa y fenomenologfa did4ctica una de otra. Como
he prometido en el prefacio, no voy a sacrificar la legibilidad a la sistematicidad.

:Db6nde busqué el material requerido para mi fenomenoclogfa didéctica de las
estructuras mateméticas? Apenas pude apoyarme en los trabajos de otros. He
aprovechado mis conocimientos de matemiticas, sus aplicaciones y su historia.
8¢ e¢&mo han nacido las ideas matematicas o ¢émo podrian haber nacido. De un
anslisis de los libros de texto, s¢ de qué manera juzgan los didactas que pueden
apoyar el desarrollo de tales ideas en las mentes de los estudiantes. Finalmente,
por la observaci6én de los procesos de aprendizaje, he logrado aprender un poco
sobre los procesos reales de la constitucién de estructuras matemiticas y la
adquisicién de conceptos matemdticos. Un poco —esto no promete mucho y
desde ¢! punto de vista de la cantidad no es mucho, desde luego, lo que yo puedo
ofrecer. Ya he contado unos cuantos ejemplos de dichas observaciones y
continuaré en la misma linea. No pretendo que en esta o aquella edad, esta o
aquella idea se adquiere de esta o aquella manera. Los ejemplos estin
encaminados més bien a mostrar que se necesitan procesos de aprendizaje para
cosas para las que no esperarfamos que se necesitaran tales procesos. En el primer
capftulo, mostré a un nifo enfrentado repentinamente a la necesidad de dife-
renciar *grande” segin varias dimensiones, a un nifio ubicando “lejos” en el
contexto de “largo” y aprendiendo acerca de la conexién entre “medio” y “en
medic”. Voy a afadir otra historia, que ocurri6é unas cuantas horas después del
evento en el que “medio” y “en medio” estaban unidos uno al otro:

La hermana (3;3) de Bastian (5;3) rompe piezas de espurna de plistico en trozos pequefios, que ella
Nama comida. Bastian se pone s hacer lo mismo con ella, toma un trozo rectangular y lo parte poco
mfs o menos en dos mitades, colocauna mitad sobre 1a otra, 1as rompe juntas y repite lo mismo con un

combinacién de tres plsos —la cuarta pieza ya era suficientemente pequefia.

No sé& dénde tendrfa que situar esta observacion: si la tendrfa que clasificar
como matemiticas, pongamos geometrfa, o si pertenece a la conducta cognitiva
general. Relato esta observacién porque pienso que es una de las més importantes
que jamés he hecho porque me dio una leccién sobre qué es observar. No sé si la
edad de 5;3 es temprana o tardfa para esta forma econémica de romper; no sé si

: nf ‘esto ateri: W pi mige form jue
nos demos cuenta de todas las cosas que los nifios deben a . Si observo qué
ingenia la gente para ensefar a los nifos, me siento inclinado s llamarles la
atenci6rn: no te esfuerces, simplemente mira, estd al alcance de tu mano.

con seguridad: que lo gue €l hizo es importante y merece la pena scr aprendido.

:Por qué la gente no busca tales cosas simples, que merecen tanto 1a pena ser
aprendidas? Porque la mitad de ellos no se preocupa de las cosas que plensan que
son tonterfas, mientras que los que se preocupan temen parecer tontos si lo
muestran. Weeding and Sowing esté lleno de historfas simples como ésas. Las he
contado en conferencias. No me preocupa que una gran parte del pablico
interprete ml discurso como senil, con tal que, con mi ejemplo, una pequefia
parte del piblico se anime a hacer lo mismo que yo —esto, claio estd, requiere
coraje. ' . ' \
2.3. Enactive, icénico, simbélico \

Antes usé la trfada de Bruner “enactivo, simbélico, icénico”. Bruner® sugiri6
tres formas de transformar las experiencias en un modelo del mundo: las
representaciones enactiva, ic6nica y simbdlica. Y distingue fases de crecimiento
cognitivo, gue corresponden al predominlo de una u otra de ellas.

El esquema de Bruner puede ser til. Ha sido asumido por otros y su campo
de aplicacién ha sido extendido, en particular, hacia la adquisicién de conceptos
en fos procesos de aprendizaje, en la que se distinguen fases similares. Mis tarde
explicaré mis objeciones a la idea de la adquisicién de conceptos como tal, aunque
no me opondrfa a la ampliacién de la triada de Bruner a la adquisicién de
conceptos. En realidad, en el trabajo de Bruner hay un ejemplo que muestra cdmo
los tres modos de représentacién pueden ser aplicados a la adquisicién de
conceptos: enactivamente el nudo en hoja de trébol es una cosa que est4 anudada,
jcénicamente es una figura para ser observada, y simbélicamente es algo
representado por la palabra “rudo”, tanto si estd acompafiado por una definicién

més 0 menes rigurosa, como si no. ,

Hay una broma harto conocida: preguntar a la gente qué es una escalera de
#caracol”. Todos reaccionan del mismo modo: hacen subir su dedo fndice por una
escalera de caracol imaginaria. Por supuesto que, si fuese necesario, serfan capaces
de dibujarla. ;Significa eso que estin en la fase enactiva o en la icénica? Desde
luego que no. Para el concepto en cuestibn poseen un simbolo —las palabras
“escalera, ;dé caracol”— aunque, si hay que producir una definicién, van a
encontrar' mas o menos dificultad en pasar de la representacién enactiva o icénica

a la simb6lica,

Consideremos el concepto numérico “tres” y el concepto geométrico “recto”.
Antes de que el nifio domine esas palabras, puede tener familiaridad con lo que
significan: aplaudiendo con sus manos tres veces y dirigiéndose en lfnea recta
hacia un objetivo, si se le sugiere (fase enactiva); apartando las fichas con tres

* Studies in Cognitive Growth (Edited by 1.5.Bruner), Toward a Theory of Instruction, 1966, pp. 10~
11

w3

Digitalizado por: 1.S.C. Héctor Alberto Turrubiartes Cerino
hturrubiartes@beceneslp.edu.mx



tres |7 rectz 7 pjads las cbaic Smin

. .E?'“‘"

; sala
- 11 o) significa que est4 en la fase simbélica, ya que “tres”, como palabras

u polo del concepto fres {0 “recto” lo es para recfo). Pero también los tré®

- puntos en el dado pueden ser un sfmbolo: por eJemplo, jugando al juego de la
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oca. Un nifo que cuenta inteligentemente est4 en la fase simbélica, incluso si ese
contar se acompafia con el desplazamiento de las cuentas de un 4baco. Sumar en
el &baco es enactivo s6io momentdneamente. Tras la primera experiencia, se
convierte en simb6llco, aunque el simbolismo difiere del de los guarismos es-
critos, Los niimeros romanos son tan simbélicos como los ardbigos. Muescas y
cuentas para indicar niimeros pertenecfan a la fase simbglica, antes incluso de que
se inventaran las cifras ——son tan simbélicas como los ndmeros romanos y
ardbigos. El cajero del supermercado que escribe en la caja registradora cantidades
de dinero no estd atareado ni enactiva nl icénicamente. Un nifio pequefio que
hace palmas con sus manos con alegrfa expresa sus sentimientos simbélicamente,
incluso sl atin no puede pronunciar 1a palabra “alegrfa”. Ya en la guarderfa, los
nlfios aceptan un dibujo de una posicién de baile en el que los bailarines estén
representados por trazos en vez de por maniqufes. 5i ias puertas de los servicios
de hombres y mujeres se distinguen por placas con figuras de pantalones o faldas,
esto no significa que el decorador imaginara que los usuarios se hallan en la fase
Iebnica; 1o hizo as{ porque esta diferencia estd simbolizada diferentemente en los
clentos de lenguas que la humanidad habla y escribe —adern4s, las mismas placas
son ya sfmbolos.

Con estos ejemplos intento decir que en situaciones de ensefianza-
aprendizaje, que son nuestro interés principal, la trfada de Bruner no ayuda
demasiado. El dominio de aplicacién de Bruner es la psicologia de los niftos muy
pequefios y en ese perfodo pueden ser dotadas de sentido.

2.4—5. La adquisicién de conceptos y la constitucién de objetos mentales

24. Me gustarfa subrayar otra idea, ya subrayada en mis publicaciones anteriores.
Empezaré con un anélisis semédntico del término "concepto”. 5i discuto, por
ejemplo, el concepto de ntmero de Euclides, Frege, o Bourbaki, intento
comprender qué es lo que estos autores tenfan en mente cuando utilizaban la
palabra "ndmero”, Si investigo el concepto de niimero de una tribu de Papties,
intente informarme de lo que los miembros de esta tribu saben acerca de los
niimeros ¥ qué hacen con ellos; por ejemplo, hasta cudnto pueden contar.

. Me parece que este doble significado de “concepto” tiene origen aleman. La
palabra alemana para concepto es Begriff, que, etimol6gicamente, es una
traduccién del latin “conceptus” y también de “comprehensio”, por lo que puede
significar tanto “concepto™ como “comprensién (simpatética)”. “Zahlbegriff”
puede significar entonces dos cosas, concepto de nimero y comprensién del
ndmero; “Raumbegriff”, concepto de espacic e intuicién geométrica;
"Kunstbegriff”, concepto de arte y competencia artistical

En realidad, también en otras lenguas “concepto” se deriva de una palabra
que significa comprensién (inglés, to couceive; francés, concevoirl), que, sin
embargo, no tiene la fuerza que induce a equfvoco que tiene la palabra alemana

1Y en eastellanoe, coneedir,.

.greif . o pt decir L sid: nflue de Ia _na-
particular la filosoffa de las matemdticas— lo que ha creado + significado
del concepto de niimero, del concepto de espacio y, por la via abierta, del concepto
de grupo, del concepto de cuerpo y del concepto de conjunto, ete. En cualquier
caso, la confusién ha estado en funcionamiento durante mucho tiempo y ha sido
reforzada enormemente por la “matemitica moderna” y por una filosoffa
racionalista® de la ensefianza de las matemiticas (y de otras materias), que de
ningtin modo estd justificada por ninguna fenomenologfa. Es la filosoffa y la
didéctica de la adquisicién de conceptos, de antigua reputacién y renombre, que
ha ganado nuevo peso y autoridad en nuestro siglo gracias a nuevas formula-
ciones. En e! método socratico tal como lo ejercfa S6crates en persona, las
esquinas afiladas de la adquisicién de conceptos habfan sido limadas, porque,
desde su punto de vista, la adquisicién era una re-adquisicitn, el recuerdo de
conceptos perdidos. Pero en la préctica general el doble significado de concepto ha
estado funcionando durante mucho tiempo. Lo finico que han afiadido unos y
otros sistemas de aprendizaje estructural ha sido unas bases teGricas y unas
formulaciones m4s o menos ingeniosas. Para tener un cierto X concebido, se
ensefia, 0 se intenta ensefar, el concepto de X. Para tener niimeros, grupos,
espacios vectoriales, relaciones concebidos, se inculgan los conceptos de nimero,
grupo, espacio vectorial, relacién, o, mejor dicho, se intentan inculcar. Es bastante
obvio, de hecho, que a las edades en que se intenta, esto no es factible. Por esta
razbn, entonces, se intenta materializar los conceptos desnudos {(en un
“embodimerit”2). Sin embargo, esas concreciones son usualmente falsas; son
demasiado bastas para reflejar los rasgos esenciales de los conceptos que tienen
que ser »embodied”, incluso si, mediante una variedad de "embodtfnents , uno
desea dar cuenta de mis de una faceta. Su nivel es demasiado bajo, muy por
debajo del concepto que se persigue. Did4cticamente esto significa que el carro va
delante del caballo: ensenar abstracciones haciéndolas concretas.

Lo que una fenomenologfa didéctica puede hacer es preparar el enfoque
contrario: empezar por esos fenémenos que solicitan ser orgax}lzados Y, d.esde tal
punto de partida, ensefiar al estudiante a manipular esos medios de organizacidn.
Se ha de pedir la ayuda de la fenomenologfa did4ctica si se quiere desarml}af
planes para llevar a cabo un enfdque de ese estilo, En la fenomenol_og(a dix'iéctsca
de la longitud, niimeros, etc., los fenémenos organizados por longitud, nlmero,
etc., se muestran jo més ampliamente posible. Para ensefar grupos, en vez de
empezar por el concepto de grupo y andar buscando materiales que hagan

* concreto ese concepto, se deberfa buscar primero fenémenos que pudieran

nstituir el objeto mental que est4 siendo matematizado
Si en una edad dada dichos fenémenos no estin a
uno abandona el intento —inttil— de inculcar el

compelir al estudiante a co
por el cancepto de grupo.
disposicion de los alumnos,
concepto de grupo.,

* tido de 1a epistemologfa de los conceptos a priori del siglo XVIIL

2]5: Sq?:go mbodimci:’: sin ::ragck para resaltgr atn mis las comillas que le pone Freudenthal. La
traduccén usual 1 castellano es el barbarismo “concretizacién” (barbarismo que, ademis, plerde el
cuerpo 0 la carne que contlene la palabra inglesa y que podria conservarse con las :as!eﬂ:}nas
‘¢orporeizacién’ o ‘encarnacién’). Freudenthal hace referencia, entre otros, » Dienes y sus materiales,
que pretenden ser conceptos sbstractos materlalizados, a los que se ha dado currpo.
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‘Para este enfoque contrario he evitado el término adquisicién de concl

LST

intencionadamente, En su lugar hablo de Ia constitucién de los objetos mentd

lo que, desde mi punto de vista, precede a la adquisicién de conceptos, y puede ser
altamente efectivo, incluso st no le sigue la adquisicidn de conceptos. Con
respecto a los objetos mentales realizables geométricamente (cuadrado, esfera,
paralelas), es obvio que la constitucidn del objeto mental no depende en modo
alguno de la del concepto correspondiente, pero esto es igualmente cierto para
aquellos que no son realizables geométricamente, como ntmero, induccién,
deduccidn..., {o que lo son més diffcilmente). El lector de esta fenomenologfa
did4ctica debe recordar que vemos los noumena en primer lugar como objetos
mentales y stlo secundarlamente como conceptos, y que lo que mostraremos es el
material para la constitucién de objetos mentales. El hecho de que manipular
objetos mentales preceda a hacer los conceptos explicitos me parece mis impor-
tante que la divislén de las representaciones en enactivas, iconicas y simbolicas,
En cada caso particular, uno deberfa intentar establecer criterios que habrfan de
satisfacerse si un objeto tuviera que considerarse como constituido mentalmente,
Para “longitud” tales condiciones podrfan ser

integrar y diferenciar mutuamente adjetivos que indican longitud, con
“largo, corto”,

comparar longitudes mediante aplicaciones de congruencia y flexiones,

medir longitudes mediante miltiplos y fracciones simples de una unidad
de medida, '

aplicar orden y aditividad a los resultados de medir y
aplicar la transitividad de comparar longitudes.

25. En oposiciébn a la adquisicién de conceptos mediante “embodiments”
concretas he colocado la constitucién de objetos mentales basada en la fe-
nomenologfa. En la primera aproximaci6n, las concreclones tienen un significado
transitorio. La divisién del pastel puede ser olvidada tan pronto como el
estudiante domine las fracciones algoritimicamente. En contradiccién con esta
aproxlmacitn, el material que sirve para la constitucién mental de fracciones,
tiene un valor duradero y definitivo. “Primero los conceptos y después las
aplicaciones”, como ocurre en la aproximacién por adquisicion de conceptos, es
una estrategla que estd virtualmente invertida en la aproximacién por
constitucién de objetos mentales. :

* Fichsbein los llama intulciones, una palabra que Intenito evitar porque puede significar tanto visién
Interna como fluminadones.

CAPITULO 5 : {
FRACCIONES

512 El #tulo |

5.1 No es un lapsus —“fracciones” en lugar de “nimeros racionales positivos” en
¢l titulo del capftulo. Esa terminologfa parece pasada de moda. Para el punto de
vista actual, los objetos propiamente matemiticos de los que se trata aquf son los
ntimeros raclonales. Este punto de vista es correcto, como una consecuencia de
cémo el matemético Interpreta sus formulas. Si a y b son nlimeros,

a+b no es la tarea “afadirba 2",

mis bien es un nimero de nuevo, a saber, la suma de a y b. 5i esto se entiende,

342 es nuevamenie un nimero,
que puede ser escrito “5”, més brevemente; aunque, si se prefiere, puede escribirse
»25" también, o logig 105
Entonces

34225

no debe ser leldo

st anado 2 a 3, obtengo 5

sino

3+2 y 5 son la misma cosa—

tarnbién formulado a veces como

342" y “5" son nombres diferentes de la misma cosa,

tal como, por ejemplo,

f‘i«ﬁ"xzi'nsterdam” y “capital de Holanda”

son nombres de Ia misma cosa.
A derecha e izquierda del signo igual, aparece el misnto objeto. De 1a misma
manera en

wiw
ala
o

se habla una y otra vez de la misma cosa, s6lo que representada de varias;ormas,
: i i i feri =, y, en
y esa cosa €5 un numero racional. Bien, uno puede preferir la forma 3 Y,

y

7

Y
Py

Digitalizado por: I.S.C. Hector Alberto Turrubiartes Cerino 5
hturrubiartes@beceneslp.edumx = = =~ oo Wn--uép

‘



ppara cada nimero racional, la expresién por medio de una fraccién e

simplificada; como se’'prefiere para el niimero 5 la expresién 5 antes que 3+2, 10-5,
etc., aunque las otras son igualmente admisibles. Hay, de todos modos, una
diferencia: ”5” no es s6lo el nombre preferide del niimero 5, es el primer nombre,
el nombre con el cual me ha sldo presentado, y bajo el cual lo conocf, mientras
que "3+2” y “10-5” son alias con los cuales lo puedo Hamar también. Sin embargo,

. B
- q”m"ad‘” y denominador tienen miximo comun divisor 1, la fracd e
pi

2 . . . S .
=, es s6lo el nombre mds simple de cierto ntimero racional, e incluso yo no

podria decir de muchos nimeros racionales bajo qué nombre los conocl por
primera vez. Esta es la razén, pues, por la que las distintas expresiones
fraccionarias del mismo racional viven mucho més sus propias vidas, y por la
que se las conoce con un nombre especial: fraccidn.

Pero sea lo que sea lo que uno sienta sobre ello, el objeto matemético que
importa es el nimero racional més que la fraccién. No obstante, puse la palabra
“fracciones”™ en el tftulo, y lo hice intencionadamente, Las fracciones sop el
recurso fenomenolégico del nimero racional - una fuente que nunca se seca.
“Fraccién” —o lo que le corresponda en otras lenguas-— es la palabra con la que
entra el nlimerp racional, y en todas las lenguas que conozco esté relacionada con
romper: fractura. “Numero racional” evoca asociaciones mucho menos
violentas: “racional” esté relacionado con “razén”, no en el sentido de [a razén!
sinp en el de proporcién, de medida —un contexto aprendido y mucho miés

aprendido que “fraccién”.

5.2 En realidad, las fracciones tienen mucho que ver con razén, y yo dudaba sobrs
sl deberfa colocar la palabra “Razén” bajo “Capftulo 57, No como un substituto de
“Fracclones” sino como tema que merecfa prioridad —prioridad por razones
didicticas, pero también por la propia exposicién. Aplacé “Razén” para el capitulo
6, aunque lo anticipo repetidamente en el presente capftulo. Desde el comienzo,
he juchado con problemas de prioridad mientras escribfa este libro, y s6lo puedo
esperar que el dafio causado por esta lucha sea soportable. De hecho, le he dado la
vuelta al presente capftulo varias veces. La abundancia de fenémenos que se
dominan con fracciones y razén es lo que causa el problema. Para escribir una
fenomenologfa tengo que prestar atencién a todos estos fenémenos; organizarlos
demasiado sistemiticamente puede significar simplificarlos tanto que ponga
trabas 2 la tarea fenomenolégica. )

No se puede negar que la didictlca de las fracciones estd caracterizada por
tendencias unificadoras. Por regla general, los nimeros naturales se enfocan
desde varias perspectivas. Cuando llega el turno de las fracciones, se supone que
los alumnos estdn lo suficientemente avanzados como para quedarse satisfechos
con un dnico enfoque desde la realidad. Desde mi punto de vista, este supuesto
errGneo es la razén por la que las fracciones funcionan mucho peor que los

_nameros naturales y por la que mucha gente nunca aprende las fracciones.

s ! En inglts los dos sentldos de 1a palabra castellana ’razdn’ se expresan con palabras distintas: ratio
€. y reason; rational viere de ratio y no de reason. En la jerga castellana de la polftica y la televisién
<o el barbarismo mtio est4 substituyendo a rz6n, por motivos poco razonables.

&

Es mi intencién presentar las fracciones en su ‘ta rlqueza
fenomenclOgica —stlo espero no ahogarme en este océano. ‘

’

5.3 Las fracciones en el lenguaje cotidiano

5.3.1 Iz mitad de (por analogfa con igual de, el doble de...)
seguido de
..., largo, pesado, viejo,
compara cantidades y valores de magnitudes?.

Menos usual es

un tercio de, dos tercios de
.., largo, pesado, vigo, ...

5.3.2 dos y un tercio veces ded
..., largo, pesado, vigjo, ...
como si fuera una extension de

el doble dz
..., lnrgo, pesado, vigjo, ...°

Pero

un tercio veces de
... Jargo, pesado, viejo, ...

a duras penas puede ser considerado como perteneciente al lenguaje cotidiano. *

)

2 En Inglés, estas frases comparativas se forman con as: half as, equally as, twice as. Yo las he
traducido Ia mitad de, igual de, e doble de, porque en castellano se dice "el doble de largo”® o "igual
de largo”. Esto hace desaparecer Ja distincién que Freudenthal subraya entre half as, que aparece
aqui, y el half of, que introduce en 5.3.3, ya que ambas expresiones inglesas hay que traducirlas al
castellano por “Ia mitad de”. Hay sin embargo en castellano otra expresién comparativa que no tiene
equivalente en inglés y que habrfa que tomar en cuenta en un andlisis fenomenoldgico de las fracclones
en el lenguaje verndculo casteliano: me refiero a las expresiones con “veces” que utilizan como
conectiva "mas”, como, por ejemplo, “dos veces mis largo que”. Esta expresién, que es equivalente a
¢l doble de Jargo que” y traduce también por tanto la expresién inglesa “twice &s long as”, es la
finica que queda disponible cuando se avanza en la serie de los nidmeros y dejan de existir los
multiplicativos "doble”, “tripie”, etc., y presenta la dificultad de usar In palabra sditiva “mis” en
una expresién con significado global multiplicativo.
3En Inglés, two and & third times as5: he conservado el de en la traduccidn castellana para que pueda
verse este subapartado como continuacién del anterior. En castellano, las expresiones como esta
Inglesa se corresponden con 12s que he indicado en la nota anterior: mds que extender “el doble de”
como aquf, 1a expresifn que se extiende es “dos veces mis largo que” a “dos veces y media nids largo
", por egiemplo. ’ :
g?n’gxcg:? gkras lenguas podrfa afiadir "pequefio”, “corto” y “poco” a esta lista. {Por gemplo,
“pequefio” y “corto” en castellanc. {Nota de! traductor)] '
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& 3 la mitad de, un tercio de, un cuarto de... ?

describe una cantidad o un valor de una magnitud por medio de otra. Ef articulo
indefinido o definido afade matices

ettty (unot), el )
mitad de, tercio de, cuarto de...

un el
pastel, camino, viaje, hora, libra, dinero, mill6n...

Como lo hace

un (uno), e!

mitad de, tercio de, cuarto de...
siete .

pasteles, horas, libras, millones...

Se pueden formar miiltiplos

dos tercivs de, tres cuartos de...
un {uno), el
pastel, camlno, vlaje, hora, dinero, millén...

5.34 la mitad de un..., la mitad del

se usa en el mismo sentido.

53.5 Del nombre o guarismo al nimero de medida expresado mediante

nimeros
1 2 1
'3' + 3‘ » 5'4' *

m, kg, 1, seg, botellas, millones.
5.3.6 Un extrafio fendmeno —creo que en todas las lenguas— es
vez o veces
tras las fracciones, 'Bn la secci6n 5.3.2 ya nos lo encontramos
...veces deS,..

“Veces” pertenece a la multiplicacién (cf. seccién 5.31). Con un nimero
natural m aparece en o :

hacer, sufrir, experimentar, esperar, m veces

algo, por ejemplo

4 En inglés puede usarse el articulo Indefinido 4 o el adjetivo one; en castellano 'a diferencia’se
desvanece al perderse 1a 0 de uno, pero también existen los fomeninos “la” y “una”,
5En castdlano, come ya he Indicado en una nota anterior, mds a menudo “,..veces mis ... que...".

10

¥

coger m veces n canucas (M- canicas)

lievar m veces una varilla de medida {m veces de largo)
girar m veces la llave en la cerradura,

m veces alrededor del reloj, 1a pista de carreras, [a Tierra,
rodar m veces una rueda,

oscilar m veces adelante y atris. -

En un momento determinado se permite que m sea una fraccion. Esta.
extensién lingtifstica se entiende mis ficilmente si m es un nimero mixto: .

2 veces de largo
lleva a

2—;- veces de largo®.

-;~ veces de largo?

parece innatural, pero el nimero entero en

'2% veces de largo

sugiere que esto significa

1,1
2 veces dé largo-i Y3

En procesos ciclicos o periédicos de otro tipo

{ { 2 1
- er, = Y -y —
> V?.I, 3 €z, 3 'ECQSa

pueden ser auto-explicativos sin nimeros enteros. En

vez, rodar 2-% veces la llave en la cerradura,
qu:,' 2% veces alrededor del reloj, pista de carreras, Tierra,

vez, oscilar 2% veces adelante y atr4s,

LS Lol ST EL R Y SRR Y PN

vez, rodar 2% veces una rueda,

la fraccibn sugiere una accidn cuya tltima fase ha sido realizada sélo
parcialmente. Si esto se aplica a la accién de medir —por ejemplo al uso de una

cinta métrica—,

50 ~dos veces mds Jargo que” a “dos veces y media mis largo que”.
7En castellans, parece atin mds innatural extender la expresién “veces mis ... que” a una fraceién
prapia, por el choque violento entre una cantidad menor que la unidad como operador multiplicativo

y la palabra “mds”,
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» 1 . ;
%, 3 veces de largo, 2 veces de largo %

se hace mis claro como un proceso de ajustar una herramienta de medida
pertédicamente, en el que la dltima fase s6lo se realiza parcialmente.

5.3.7 La terminplogfa m4s patural es
3 veces...
1 dew.
y también
% de...
aplicadd aun
ntimero, cantidad de objetos, dbjeto divisible, valor de una magnitud,

tal como

7, 30 canicas, .un paétel Skg, . "

pera la aritmética y las matematlcas estan mejor servldas con un solo término. En .

casos excepcionales las veces se reemplazan por de, como en
3 paquetes de5 kg cada uno,

pero éste es un de diferente al que sigue a una fraccién. En aras de uniformidad y
sigulendo una vieja tradicién.

peces reemplaza a éc‘

En los libros de texto la mayor parte de !a; veces esto simplemente se prescribe: '
-;- vez significa -;- de. .

Enlo éue precede, r.;sbozébamos‘vrasvnatarales desde
de a vecé.%: .

un camino es desde :

2 veces

via

2% veces

12,

1 ves; g

el otro es el proceso ciclico o periddico:

2 veces alrededor del reloj;
% vez alrededor del reloj.

Més tarde abordaré nuevamente esta cuestion cuando discutamos la

multiplicacién de fracciones.
5.3.8. De otro modo
de o en , 0 entre , o por?

sugiere una fraccién en

3de(en, por)cada s {gente viviendo en las ciudades),
5de 100 {5%).

35 millas por galén,

una escala de 1 a 1000,

una oportunidad entre cien, en cien, de cien,

3de$ partes,

En una mezcla
3 partes de sal y 2 partes de pimienta.
5.3.9 Una terminologfa aparentemente mis fuerte

' cada tercer lote gana
cada quinto hombre es chino.®

Parece que éste es el origen de los ndmeros ordinales como medio de indicar
denominadores de fracciones!®; contando 1, 2, 3..., 10 para separar el décime ; toda
esta "décima” gente u objetosforma juntos un (el) décimo del total. Asl, la

 décima parte es de hecho la dltima de todas ellas. En una terminologfa obsoleta

nueve partes significa 9/10, el resto que se deja si la décima se separall. “Diezmar”
significaba originalmente contar décimos y separarlos (para matarlos).

ty
»

8 { as conectivas inglesas que sefiala Freudenthal aquf son of, out of, In y to.

9Traduccidn literal de eoery third, every fifih. En castellano no hay una expresién equ!valente
aunque forzando un poco se puede usar ésa en frases como "separa cada lercero” o similares,

101 4 Real Academia de la Lengua Castellana indica explicitamente que se trata de ordinales: “Los
niimeros quebracios 1/5, 276, 8/10... se expresan linglisticamente con dos numerales: un cardinal en
funci6n adjetiva que designa el numerador del quebrade: wn, dos, echo, y un numeral ordinal en fundén
substantiva que designa el denominador: quinte, sexto, décimo” {Esboro de una nueva gramética de
Ia lengua espafiols, Espasa Calpe, Madrid, 1986, pg. 245.)

11“En espafiol antiguo y cldsico se decla también Ins dos partes por las dos terceras partes, las tres
partes por las tres cuartas paries, e, como en el pasaje de Cervantes: Consumian las fres partes de
u hacienda (Quijote, 1, 1).” (Esbozo de una nucva gramitica de Iz lengua espaniola, Espasa Calpe,

Madrid, 1986, pg.246.)
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5.4.1 Causar fracciones

Ya hemos explicado c6mo se dividen las magnitudes, con o sin resto. Para dividir
substancias, medidas por magnitudes, hay muchos métodos disponibles:
fracturar!2 puede ser

irreversible, 0 reversible, o meramente simbélico.
La igualdad de partes se estima
a°0jo © por tacto,
0 por métodos mis sofisticados. Uno de ellos es
doblarlo en dos
para‘ partirlo por la fnitad,
R doblarlo en tres
para dividirlo en tres partes iguales;
doblarlo repetidamenfé en dos y tres
conduce a més fracciones.
Los objetos pesados se parten por la mitad
pesando las partes en las manos o en una balanza,
mientras se corrige repet:damente la falta de equilibrio. Similarmente
comparar y corregir

desempefia su papel si en general una substancia medida por magnitudes tiene
que ser distribuida; por ejemplo, un qudc en un niimero de vasos congruentes,
en los que se compara las alturas del l{quido.

' Las figuras u objetos planos y espaciales, asl como cantidades grandes, se
distribuyen a veces con respecto al &rea o volumen mediante el uso de

‘congruencias y simetrfas;
por ejemplo, el pastel redondo en partes congruentes, que puede dividirse

2 0jo 0 por tacto,

121 4 fraccién como resultado de fracturar estd presentz.en el nombre tradicional castellano para las
fracciones: quebmdas

14
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En ?‘od‘os estos ejemplos desatend! ia medida co:recta.g‘ idfa prestar -
atenclén a métodos més primitivos. En la constitucién mental vdas las clases.
de magnitudes, repartir en partes equitativas me parece un eslabén importante
—mdés importante que lo que los psicologos investigan bajo el nombre de -
canservacién. Que yo sepa, los psiclogos del desarrolio no han prestado ninguna
atencibn a este aspecto. He observado muchas veces que de los 7 a 10s 8 afios se es-
capaz de estimar una mitad o un tercio de un 4rea irregular que hay que colorear;
mediante esta habilldad estin dominando una componente importante del. .
objeto mental “4rea”, mientras que el conocimiento de l1a férmula del &rea de un
rectdngulo, como el que exhiben nifios entre los 10 y 12 afios, no significa’
necesariamente progreso —por el contrario puede muy bien significar retroceso.
Anteriormente subrayé la importancia de las transformaciones de composicién y
descomposicién para el desarrollo de las magnitudes como objetos mentales.-

5.4.2. Todo y parte

Del modo més concreto las fracciones se presentan si un todo ha sido o est.
siendo

rajado, cortado, rebanado, roto, coloreado,
en partes iguales, o si se
experimenta, imagina, piensa

como si lo fuera. En este complejo de fenémenos voy a intentar una c:asxficacién,
ilustrada con gjemnplos.

El todo puede ser

discreto o continuo,
‘definido o indefinido,
estructurado o carente de estructura,

lo que quieren ser calificaciones extremas con una variedad de transzcsones entre
elias.

La atencién puede ser dirigida a

una gaéte, un ndmero de partes, todas las partes.
Las partes pueden estar

conectadas o desconectadas.

El modo de dividir puede ser

estructurado o no estructurado.
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)
) lre#' c}cta) significa que est4 en la fase simbélica, ya que “tres”, como palabra/

un simbolo del concepto tres (0 “recto” lo es para rects), Pero también los tre
puntos en el dado pueden ser un sfmbolo: por ejemplo, jugando al juego de la
oca. Un nifio que cuenta inteligentemente estd en la fase simbdlica, incluso si ese
contar se acompafia con el desplazamiento de las cuentas de un 4baco. Sumar en
el sbaco es enactivo s6lo momentdneamente. Tras la primera experiencia, se
convierte en simboélico, aunque el simbolismo difiere del de los guarismos es-
critos. Los nimeros romanos son tan simbélicos como los ardbigos. Muescas y
cuentas para indicar nitmeros pertenecfan a la fase simbélica, antes incluso de que
se inventaran las cifras —son tan simbélicas como los nimeros romanos y
arabigos. El cajero del supermercado que escribe en la caja registradora cantidades
de dinero no est4 atareado nl enactiva ni ic6nicamente. Un nifio pequefio que
hace palmas con sus manos con alegrfa expresa sus sentimlentos simbélicamente,
incluso si aiin no puede pronunciar la palabra “alegrfa”. Ya en la guarderia, los
nifios aceptan un dibujo de una posicién de baile en el que los bailarines estdn
representados por trazos en vez de por maniqufes. 5i las puertas de los servicios
de hombres y mujeres se distinguen por placas con figuras de pantalones o faldas,
esto no significa que el decorador imaginara que los usuarios se hallan en la fase
icénica; lo hizo asf porque esta diferencia estd simbolizada diferentemente en los
clentos cle lenguas que la humanidad habla y escribe —ademds, las mismas placas
son ya sfmbolos. ,

Con estos ejemplos intento decir que en situaclones de ensefanza-
aprendizaje, que son nuestro interés principal, la trfada de Bruner no ayuda
demasiado. El dominio de aplicacién de Bruner es Ja psicologfa de los nifos muy
pequefios y en ese perfodo pueden ser dotadas de sentido,

24—5. La adquisicic de conceptos y la constitucién de obfetos mentales

24, Me gustarfa subrayar otra Idea, ya subrayada en mis publicaciones anteriores.
Empezaré con un andlisis semintico del término “concepto”. Si discuto, por
ejemplo, el concepto de nimero de Euclides, Frege, o Bourbaki, intento
comprender qué es lo que estos autores tenfan en mente cuando utilizaban la
palabra “ntimero”. Si investigo el concepto de niimero de una tribu de Papiles,
intento informarme de lo que los miembros de esta tribu saben acerca de los
nimeros y qué hacen con ellos; por ejemnplo, hasta cuinto pueden contar.

Me parece que este doble significado de “concepto” tiene origen alem4n. La
palabra alemana para concepto es Begriff, que, etimolégicamente, es una
traduccidn del latin “conceptus” y también de “comprehensio”, por lo que puede
significar tanto “concepto” como “comprensién (simpatética)”. “Zahlbegriff”
puede significar entonces dos cosas, concepto de nimero y comprensién del
ndmero; ~“Raumbegriff”, concepto de espacio e intuicién geométrica;

"Kunstbegriff”, concepto de arte y competencia artistica.

En realidad, también en otras lenguas “concepto” de deriva de una palabra
que significa comprensién (inglés, te conceive; francés, concevoir!), que, sin
embargo, no tiene la fuerza que induce a equivoco que tiene la palabra alemana

1Y en castellano, concebir..

. grei; o p decit "1 sid ‘nflue--"- de lz fitrs “lemana =-en
particular la filosoffa de las mateméticas— lo que na creaau = augnificee.
del conceptc de nimero, del concepto de espacio y, por la via abi. ., del concepto

" de grupo, del concepto de cuerpo y del concepto de conjunto, ete. En cualquier

caso, 1a confusisn ha estado en funcionamiento durante mucho tiempo y ha sido
reforzada enormemente por la “matemética moderna” y por una filosoffa
racionalista® de la ensefianza de las mateméticas (y de otras materias), que de
ningtin modo est4 justificada por ninguna fenomenologfa. Es la filosoffa y Ia
did4ctica de la adquisicién de conceptos, de antigua reputacién y renombre, que
ha ganado nuevo peso y autoridad en nuestro siglo gracias a nuevas formula-
clones. En el método socritico tal como lo ejercfa Sécrates en persona, las

‘esquinas afiladas de la adquisicién de conceptos hablan sico limadas, porque,

desde su punto de vista, la adquisicién era una re-adquisicién, el recuerdo de
conceptos perdidos. I'ero en la préctica general el doble significado de concepto ha
estado funcionando durante mucho tiempo. Lo tnico que han afiadido unos y
otros sistemas de aprendizaje estructural ha sido unas bases tefricas y unds
formulaciones m4s o menos ingeniosas. Para tener un cierto X concebido, se
ensefa, o se intenta ensefar, el concepto de X. Para tener numeros, grupos,
espacios vectoriales, relaciones concebidos, se inculcan los conceptos de nimero,
grupo, espacio vectorial, relacién, o, mejor dicho, se intentan inculcaf. Es bastante
obvio, de hecho, que a las edades en que se intenta, esto no es factibie. Por esta
razén, entonces, se intenta materializar los conceptos desnudos (en un
"embodiment”2). Sin embargo, esas concreciones son usualmente falsast son
demasiado bastas para reflejar los rasgos esenciales de los conceptos que tienen
que ser “embodied”, incluso si, mediante una variedad de “embodiments”, uno
desea dar cuenta de més de una faceta. Su nivel es demasiado bajo, muy por
debajo del concepto que se persigue. Diddcticamente esto significa que ¢l carro va
delante del ceballo: ensenar abstracciones haciéndolas concretas.

*

Lo que una fenomenclogfa didédctica puede hacer es preparar el enfoque
contrario: empezar por esos fenémenos que solicitan ser organizados y, d?sdg tal
punto de partida, ensefiar al estudiante a manipular esos medios de organizacién.
Se ha de pedir la ayuda de la fenomenologfa diddctica st se quiere desarrol}ar
planes para llevar a cabo un enfoque de ese estilo. En la feromenologfa dlg!éct:ca
de la longitud, numeros, etc,, los fendmenos organizados por longitud, nGmero,
ete., se muesiran lo mis ampliamente posible. Para ensefiar grupos, en vez de
empezar por el concepto de grupo y andar buscando materlales que hagan
concreto ese concepto, se deberfa buscar primero fenémenos que pudieran
compelir al qsiﬁdiame a constituir el objeto mental que esté siendo matemanz‘ado
por el concepto de grupo. St en una edad dada dichos .ferjgé.menos no estin a
disposicién de los alumnos, uno abandona el intento —inGtil— de inculcar el

concepto de grupo.

* En el sentido de 1a epistemologia de los conceptos a prior del siglo XVIIL ,

2He dejado embodiment sin traducir para resaltar atin mds las comillas que le pone Freudenthal. La
traduccin usual 2} eastellano es ¢ barbarismo “concretizacién” (barbarlsmo que, ademds, plerde ¢l
cuerpo © la carne que contiens la palabra inglesa y que podrfa conservarse con las rastel{anas
‘carporeizacién’ o ‘encarnadén’). Freudenthal hace referencia, entre otros, a Diencs y sus materiafes,
que pretenden ser conceplos abstractos materializadss, a los que se ha dado currpo,
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i i este enfoque contrario he eviauo el v unn0 Aoy tidn . L acep,
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nadamente. En su lugar hablo de la constitucién de los objetos mentale

lo que, desde mi punto de vista, precede a la adquisicién de conceptos, ¥ puede ser
aliamente efective, incluso si no le sigue la adquisicién de conceptos. Con
respecto a los objetos mentales realizables geométricamente {cuadrado, esfera,
paralelas), es obvio que la constitucion del cbjete mental no depende en modo
alguno de la del concepto correspondiente, pero esto es igualmente cierto para
aquellos que no son realizables gecmétricamente, como namero, induccién,
deduccién..., (0 que lo son mds diffcilmente). El lector de esta fenomenologfa
didictica debe recordar que vemos los noumenz en primer lugar como objetos
mentales y sélo secundariamente como conceptos, y que lo que mostraremos ¢s el
materfal para la constitucién de objetos mentales. El hecho de que manipular
objetos mentales preceda a hacer los conceptos explicitos me parece mis impor-
tante que la divisién de las representaciones en enactivas, icdnicas y simbdlicas.
En cada caso particular, uno deberfa intentar establecer criterios que habrfan de
satisfacerse st un objeto tuviera que considerarse como constituide mentaimente.
Para "longitud” tales condiclones podrfan ser

integrar y diferenciar mutuamente adjetivos que indican longitud, con
*largo, corto”,

comparar longitudes mediante aplicaciones de congruencia y flexiones,

medir longitudes mediante multiplos y fracciones simples de una unidad
de medida,

aplicar orden y aditividad a los resultados de medir y

aplicar la transitividad de comparar longitudes.

25, En oposicién a la adquisicibn de conceptos mediante "embodiments”
concretas he colocado la constitucién de objetos mentales basada en la fe-
nomenologfa. En la primera aproximacién, las concreciones tienen un significado
transitorio. La divlsién del pastel puede ser olvidada tan pronto como el
estudiante domine las fracclones algorftmicamente. En contradiccibn con esta
aproximaci6n, el material que sirve para la constitucién mental de fracciones,
tene un valor duradero y definitive. "Primers los conceptos v después las
aplicaciones”, como ocurre en la aproximacién por adquisicién de conceptos, =5
una sstrategia que estd virtualmente invertida en la aproximacién por

constitici6n de objetos mentales. :

* Fichsbein lo3 Dama Intuiciones, una palabra que intento evitar porque puede significar tanto visidn
Interna como Duminadones, :

CAPLIULU B ?

FRACCIONES

5,12 El o

5.1 No es un lapsus -—~"fracciones” en lugar de “niimeros racionales positivos” en
el titulo del capftulo. Esa terminolegia parece pasada de moda, Para el punta de
vista actual, los objetos propiamente matemétices de los que se trata aqui son tos
nameros racionales. Este punto de vista es correcto, COmo una consecuendcia d?

cbmo el mateméatico Interpreta sus formulas. 51 4 y b son nGmeros,
a+b no es la tarea “ahadirba a”,
m4s bien es un nimero de nuevo, a saber, la suma de a y b. Si esto se entiende, ‘ '
3+2 es nuevamente un nimero,
que puede ser escrito “57, méas brevemente; aunque, si se prefiere, puede escribirse.
# 25" también, o logio 103,

Entonces

no debe ser lefdo
st anado 2 a3, ohtenpo 5

sino ;
3+2 y 5 son la misma cosa—

también formutado a veces como

342" y 5" son nombres diferentes de la misma cosa,

tal como, por ejemple, A
by

#Asisterdam” y “capital de Holanda”

son nombres de la misma cosa.
A derecha e izquierda del signo igual, aparece ¢l misnio objeto. De la misma

rmanera en
4]

6
- - om,,,
9

w e
-3 EN

se habla una y otra vez de la misma cosa, s6lo que representada de varias formas,

; 2
y esa cosa es un ndmero racional. Bien, uno puede preferir la forma 3 Y. en
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que « .erador y denominador tienen méxime comin divisor 1, la fraccisd
simpilficada; como se'prefiere para el ndmero 5 la expresitn 5 antes que 3+2, 10-5,
etc., aunque las otras son igualmente admisibles. Hay, de todos modos, una
diferencia: “5” no es sélo el nombre preferido del ndimero 5, es el primer nombre,
el nombre con el cual me ha sido presentado, y bajo el cual lo conoel, mientras
que "3+2” y “10-5” son alias con los cuales lo puedo llamar también. Sin embargo,

2 . . Co
3 es s6lo el nombre mis simple de cierto ndimers racional, e incluse yo no

podria decir de muchos niirmeros racionales bajo qué nombre los conocl por
primera vez. Esta es la razén, pues, por la que las distintas expresiones
fraccionarias del mismo racional viven mucho mds sus propias vidas, y por la
gue se las conoce con un nombre especial: fraccidn.

Pero sea lo que sea lo que uno sienta sobre ello, el objeto matemético que
importa es el nimero racional més que la fraccién. No obstante, puse la palabra
“fracclones” en el tftulo, y lo hice intencionadamente. Las fracciones sop el
recurso fenomenolégico del nidmero racional ~ una fuente que nunca se seca.
“Fraccidn” ——o lo que le corresponda en otras lenguas— es la palabra con la que
entra el ndmero racional, ¥ en todas las lenguas que conozco esté relacionada con
romper: fractura, “Nimero racional” evoca asociaciones mucho menos
violentas: “racional” estd relacionado con “razén”, no en el sentido de la razén?
sino en el de proporcién, de medida —un contexte aprendido y mucho més
aprendido que “fraccién”.

5.2 En realidad, las fracciones tienen mucho que ver con razén, y yo dudaba sobre
st deberfa colocar la palabra “Razén” bajo “Capftulo 5. Mo _como un substituto de
"Fracclones” sino como tema que merecfa prioridad —prioridad por razones
did4cticas, pero tamblén por la propia exposicién. Aplacé “Razén” para el capitulo
6, aunque lo anticipo repetidamente en el presente capftulo. Desde el comienzo,
he luchado con problemas de prioridad mientras escribfa este libro, y sélo puedo
esperar que el dafio causado por esta fucha sea soportable. De hecho, le he dado la
vuelta al presente capftulo varias veces. La abundancia de fendmenos que se
dominan con fracciones y razén es lo que causa el problema, Para escribir una
feromenologfa tengo que prestar atencién a todos estos fendmenos; organizarlos
demaslado sistemiticamente puede significar simplificarlos tanto que ponga
trabas a Ia tarea fenomenclégica.

No se puede negar que la did4ctica de las fracciones estd caracterizada por
tendencias unificadoras. Por regla general, los niimeros naturales se enfocan
desde varias perspectivas. Cuando liega el turno de las fracciones, se supone que
los alumnos estdn lo suficienternente avanzados como para quedarse satisfechos
com un tinico enfoque desde la realidad. Desde mi punto de vista, este supuesto

_errénec es la razén por la que las fracciones funcionan mucho peor que los

nlimeros naturales y por la que mucha gente nunca aprepdé las fracciones.

! En ingids loa dos sentidos de la palabra castellana “razén’ se expresan con palabras distintas: rafi
¥ reason; pational viene de ratio ¥ no de reason. En la jerga castellana de la politica y la television
el barbarismo ratip estd substituyendo a razdn, por motivos poco razonables,

8

Er =i intencifn presentar [as fraccionss en su ¢ ta riqucza

1Enomesnuvics = oo B3pE.. o aho, L enn wéan

5.3 Las fracciones en el lenguaje cotidiana

5.3.1 fa mitad de (por analogia con igual de, ¢f doble de...)

seguido de .
e large. pesado, vigjo,
compara cantidades v valorss de tagnitudes?, ,
Menos usual r$

un tercio de, dos tercios de ‘
v Jargo, pesado, vige, ..

§.3.2 dos y un tercio peces de3
..., largo, pesado, vigjo, ...
coma si fuera una extensién de

el doble de
.., largo, pesado, viejo, ...

Pero

un tercio veces de
..., largo, pesado, viejo, ...

a duras penas puede ser considerado como pertenecients al fenguaje cotidiano.

2 En inglés, estas frases comparativas se forman con as; half 25, equally a5, twlce o5 Yo las he
traducido la milad de, fgual s, ¢l doble de, porque en castellano se dice “el doble de largo” o *igual
de large™. Esto hace desaparecer a distincién que Freudenthal subraya entre haif 25, que aparece
aqul, y el half of, que introduce en 533, ya que ambas expresiones loglesas hay que traductrlas ai
castellano por “ia giitad 427, Hay sinembargo en casteilano olra expresidn comparativa que no tene
equivalente eninflés v que habria que tormar en cuenta en unandlisis fenomenclégico de las fracdones
en ¢l lenguaje verndculo castellano: me refiers a las expresiones con “vexes™ que utilizan como
corectiva “mds”, come, noe ejemplo, “dos veces mis largo que”. Esta expresitn, que es equivalente 4
o] duble de largo que” vy traduce tamblén por tanto la expresifn inglesa “twice as long as”, es Ia
Yinica que guedz dispenible cuando se avanza en la serie de los nimeros y dejan de existr tos
multiplicativos “doble”, “triple”, ete, y presenta la dificultad de usar la palabra aditiva “mis™ en
una expresién con significado global multiplicativo.

3En Inglés, fwo and a third tirmes os: he conservado el de en la traduccién castellana para que pueda
verse este subapartade como continuacién del anterior. En castellano, las expresiones como esta
Inglesa se corresponden on las que he indicado en la nota anterior: mds que extender “el doble o
como aqu, 1a expresién que s2 extiende es "dos veces mis largo que” 2 “dos veces y media Diés fargo
que”, por ejemplo. ’

* En muchas otras lenguas podria afiadir “pequefio”, “carto” y “poca” a esta lista,
“pequefio” y “corte” en castellano. (Nota del traductorn)]

{Por gjemplo,

9
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5.3.3 In mitad de. un tercio de, un cuarto de... ﬁ

describe una cantidad ¢ un valor de una magnitud por medio de otra. Bl articulo
indefinido o definido aftade matices

...-un (unot), el .
mitad de, tercio de, cuarto de...
un el '
pastel, camino, viaje, hora, libra, dinerg, milién...

Coma lo hace
un (uno), el
nitad de, tercio de, cuarto de...

siete ,
pasteles, horas, libras, millones...

Se pueden formar multiplos
dos tercios de, tres cuartos de...
un (unoj, el
pastel, camino, viaje, hora, dinero, millén...
534 la mitad de un..., Ia mitad del

se usa en e} mismo sentido.

53.5 Del nombre o guarismo al ndmero de medida expresado mediante

rameros .
12
3 4

m, kg, 1, seg, botellas, millones.
53.6 Un extrafio fendmeno —creo que en tadas las lenguas— o3
vez o veces
tras las fracclones. En la seccién 5.3.2 ya nos lo encontramos
waveces des..,

*Veces™ pertenece a la multiplicacidn (cf. seccidn 5.31). Con un niimero
P P , ,
natural m aparece en : ,

hacer, sufrir, experimentar, esperar, 11t veces |

algo, por ejemplo

4 En inglés puede usarse el artfculo indefinido 2 0 el adjetivo one; en castellano la diferencia se
desvanece 8] perderse 1a o de uno, pero tamblén existun los femeninos “la” y “una”,
SEn easteliano, como ya he Indicado en una nota antedor, més a menuda ™. veces mds L quel.”

10

coger m veces 11 canleas {ma canicas;

Hevar m veces una varilla de medida {m veces de largo)
girar i veces la llave en la cerradura,

m veces alrededor del reloj, Ia pista de carreras, ia Tierrs,
rodar m vecas una rueda,

oscilar m veces adelante y atrds.

En un momento determinado se permite que msea una fraccién, Esta
exiensidn Hinglifstica se entlerndle mir fAcilmente & m es un nGmero mixto:

2 veces de largo

lleva a

2% veces de largob,

] 2 L
3 veces de largo?
parece innatural, pero el nimero entero en
‘2% veces de largo
sugiere que esto significa
1!
2 veces de Iargo-z- Y3

En procesos ciclicos o periddicos de otro tipo

i i 2 I
2 vez, & vez, & veces—
7 Ver y VeI 3 3

pueden ser auto-explicatives sin niimeros enteros. En

vez, rodar 2% veces la liave en la cerradura,

[

i , . A )
ver, 2«;» veces alrededor del reloj, pista de carreras, Tierra,

vez, oscilar 2= veces adelante y atréds,

1

2
dar 22 4

vez, roGar 2-3- veces una rueda,

[ 20 ) e 3 [ e W3 f

la frazcién sugiere una accibn cuya Gltima fase ha sido realizada sélo
parcialmente. Si esto se aplica a la accién de medir —por ejemplo al uso de una
cinta métrica—,

€0 ~dos veces més largo Gue” a “dos veees y media mis largo que” .

7£n castellanc, parece ain mis {nnatural extender la expresidn “veces mis ... que” a una fraccidn
propia, por el choque violents entre una cantidad menor que 1a unidad coma operador multiplicative
y a palabra “mis”

11
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-;- veces de largo, 2} veces de jargo

se hace mds claro como un proceso de ajustar una herramienta de medida
periddicamente, en el que la dltima fase s6lo se realiza parcialmente.

53.7 La terminelogia miés natural es
3 veces...
L.
3
y también

2
= de...
3

aplicado a un

ndmero, cantidad de objetos, objeto divisible, valor de una magnitud,
tal como A

7, 30 caﬁfcas, . un pas'el S5kg,

pero fa antmética y las mateméncas estén mejor servidas con un solo término. En
casos excepcionales las veces se reemplazan por de, como en

3 paquetes de 5 kg cada uno,

pero éste es un de diferente al que sigw 2 una fraccibn. En aras de uniformidad y
siguiendo una vieja tradicién.

peces reemplaza a dc.

En los libros de texto la mayor parte de Iés veces esto simplemente se prescribe:

%t‘is’z significa % de..

Enlo éue precede, .ésbozébamos'vfas,na}ural’es‘ desde
de aveces: . »
un camino es desde ‘,
2 veces

via

12,

& ovez: )
EVE ;

el otro es el progeso clelico o periddicor
2 veces alrededor del reloj;

-;- vez alrededor del reloj.

Més tarde abordaré nuevamente esta cuesiidn cuando discutamos la

rd
. multiplicacién de fracciones.

5.3.8. De otro modoe
de o en, o entre , o por8
sugiere una fraccién en

3de(en, porycada {gente viviendo en las ciudades),
5de 100 (5%

35 millas por galdn,

una escala de 1 a 1000,

una oportunidad entre cien, en cien, de cien,

3 de 5 partes,

Er una mezcla
3 partes de sal y 2 partes de pimienta.
5.5.9 Una terminologfa aparentermnente mis fue:ie

cada tercer lote gana
cada quinto hombre es chino?

Parece que éste es el origen de los nameros crdinales como medio de indicar
denominadores de fraccionest® contando 1, 2, 3..., 10 para separar el décimo ; toda -
esta “décima” gente u objetos: forma juntos un (el) décimo del total. Asf, la
décima parte es de hecho la dltima de todas ellas. En una terminologfa obsoleta
wieve partes significa §/10, el resto que se deja si la décima se separall, “Diezmar”
significaba or‘igihalmeme contar décimos y separarlos (para matarios). ’

.

8 Las conectivas inglesas que sefala Freudenthal aqui son of, out of, in y fo.

$Traduccidn literal de every third, eoery fiftk. En casteliano no hay una expresién equivalents,
aunque forzando un poco se }:mcde usar £sa en frases como “separa cada tercero” o similares, H
1005 Real Academia de la Lengua Castellana indica expliciiamente que se tzata de ordinales: “Los
némeros quebrados 1/5, 276, 8/ 10.. 8¢ expresan lingdisticamente con dos numerales: un cardinal en
funcién adjetiva que designa el numerador def quebrador un, deg, ocho, y un numeral ordinal en funcién
substantiva qae designa el denominador: guinte, scr!o, décimo™ (Esborzo de una nuem gramétien de
fo lengua sspafiola, Espasa Calpe, Madrid, 1986, pg 245

LN espanol antiguc y cldsico se decia tamblén Jas dm parles por las dos terceras partes, ias lree
partes por las tres cuartas partes, etc, como en el pansje de Cervantes: Consumian las tres partes de
su haciends (Qhiijote, L i) (Esbozo de uma nueva grarmiftica de la lenguz espafcla, Espasa Calpe,

Madrid, 1986, p7.246)
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5.4.1 Caugar fracciones

Ya hemos explicado ¢c6mo se dividen las magnitudes, con o sin resto. Para dividic
substancias, medidas por magnitudes, hay muchos métodos disponibles

fracturar!? puede ser
irreversible, o reversible, 0 meramente simbdlico.
Laigualdad de partes se estima
‘a ;3;‘9 o per tacto,
o por métodos més sofisticados. Uno de ellos es
| doblario en dos
para' partirio por la ;nita'd,
doblarlo en tres
para dividirlo en tres partes iguales;
doblarlo repetidamenfé en dos y tres
conduce a miés fracciones.
Los objetos pesados se parten por la mitad
pesando las partes en las manos o en una balanza,
mientras se corrige repetidémente la falta de equilibrio. Similarmente

comparar ¥ corregir

desempefia su papel si en general una substancia medida por magnitudes tiene
que ser distribuida; por ejemple, un liquido en un nimero de vasos congruentes,
en Jos que se compara las alturas del lquido.

Las figuras u objetos planos y espaciales, asl como cantidades grandes, se
distribuyen a veces con respecto al 4rea o volumen mediante el uso de

"congruencias ¥ simetrfas;
por efemplo, el pastel redondo en partes congruentes, que puede dividirse
a 0jo 0 por tacto, !

32 5 fraccidn como resultada de fracturar estd presente en of nombre tradicional castellano para las
fracciones: quebrados,

14

5.4 LA FRACCION COMO FRACTURADOR .4

En tedes estos giemplos desatend! la medida correcta, { ia presuar
atencién a métodos mas primitivos. En la constitucisn mental d@\ _as 1as clases

de magnitudes, repartir en partes equitativas me parece un eslabdn importante
~-mis importante que lo que los psichloges investigan bajo el nombre de’
conservacién. Que yo sepa, los psicflogos del desarrolio no han prestada ninguna

atencién a este aspecto. He observads muchas vecos que dz los 7 a los 2 afios se es
capaz de estimar una mitad o un terio de un drea irrecular que hay que colorear;

mediante esta hubilidad estdn deminande uns cemponente importante del

objeto mental “4rex”. mientras que ¢} cofidcimienio de fa f&emula de! 4rea de un

rectingulo, come @l que exhiben ninos entre los 10 y 12 afios, no significa

necesariamente progreso —por el contrario puede muy blen significar retroceso.

Anteriormente subrayé la importancia de las transformaciones de composléibn y

descomposicin para el desarrolio de las magnitudes como objetos mentales.

5.4.2. Tedo y parte .

Del modo més concreto las fracciones se presentan si un todo ha sido ¢ estd
siendo

rajaclo, cortado, rebanado, rote, coloreado,
en partes iguales, o si se
experimenta, imagina, piensa

como si lo fuera. En este complejo de fendmenos voy a intentar una ¢lasificacién,
ilustrada con ejemplos.

El todo puede ser
discreto o continuo,
definido o indefinido,

estructurado o carente de estructura,

lo que quicren scr calificaciones extremas con una varicdad de transiciones entre
ellas.

La atencion puédc ser dirigida a
"
unalprlnrte,. un nimero de paries, todas las partes,
Las partes pueden estar
conectadas o desconectadas.
El modo de dividir puede ser ‘

estructurado o no estructurado.
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w - De T misro, ko aniciefir je tegyr frenyo a mil, guie o rodando,
¢ estmcturadas COmO unz svcue”cx«, fOMe ArUIE3 Fiagnte U RO gy
eleccidn no estructurada— o la primera décima parte o uns  de¥ diez ~—yna

eleccién estructurada.

5.4.3.°c, .mplos —Tode definide (figuras 26—32)

De las 60 cuentas que hay en un bol. 1/6 son rojas, 1/3 blancas, 1/2 azujes

8 g 0‘& —un todo definido discreto, estructurado de acverdo con el ¢olor, no estructurado
' e Oe en el espacio. Lo mismo con un collar —estructurade como un todo, y, si las
& x ® cuentas se suceden regularmente, 1 roja, 2 blancas, 3 azules, también estructurado
ofor0 respecto a una distribucidn.
eV e ®
‘Fig. 26 Una tarjeta de bingo —todo definido disereto, estructurado mediante
‘ numeracion-— la atencidn se fija en las partes que ganan premios.
OC8&x s +000 » 4 Una tira —continua, de longitud definida, con estructura lineal— con uno o
Fig.27. : mas segmentos coloreados, pongamos, rojo-blanco~azul —partes conectadas,. o
. desconectadas— aqul y alld unas motas rojas, blancas, azules —dividida con o sin

estructura.

»

Lo mismo con un disco circular ~~continuo, definido, estructurado
ciclicamente, dividide en sectores, que separadamente o tomados jumos
‘ representan partes (ruleta, spinner, diagrama de sectcres).

20
A
i Lo mismo ocurre con figuras geométricas més o menos estructuradas:
) i Un cuadrado con o sin una estructura de papel cuadriculado subyacente, o
: I un polfgono regular o irregular con o sin una estructura de retfcula subyacente,
dividido regular o irregularmente
: rr .\
i 0 Las aristas o caras de un cubo, combinadas en cuadruplos y pares paralelos,
AL respectivamente. "
Fis. 29. . . ) o ) o
Dominios planes limitados por una curva, o dominios espaciales limitados

por superficics curvas, regulares o irregulares, divididas de varlas formas,

5.4.4. Ejemplos—Tedo indefinide (Figuras 33-34)

La humanidad —todo indefinido discreto— dividida de acuerdo con los
grupos sanguineos, donde la atencién se presta a uno o més de elles; el todo
puede ser tarnado, ademds, como no estructurado, o como estructurado de
acuerdo con el sexq, ta raza, 1a distribucidn geogrifica, et :

Fig. 30.

De una bolsa de canicas ~todo definide discreto—-, he sacado una décima
parte; mi atencién estd fijada en esa décima parte, y quizés tambidn en los
restantes nueve décimos.

-
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| is a los operadores multiplicativos. Esto podria haber sido un progresor
ne tuera porque incluso elios se sienten satisfechos con una base de orientacisn

demasiado pequefia.

Los alumnos con el don de digerir algoritmos aprenden a operar con
fracciones de tedos modos, los alumnos mencs o nada dotados en este sentida
especifico lo aprenden por ensayo y error o no lo aprenden en absoluto, Después
de uno o dos aflos de fracciones, algunos alumnos dominan los algoritmos
aunque no tienen ni idea de lo que significan las fracciones, ni de lo que se puedé
hacer con ellas; otros no conocen siquiera el nombre de fracciones particulares. i.a
pobreza fenomenolégica del enfoque me parece, en gran parte, responsable de este
fajlo did4ctico.

5.5. LAS FRACCIONES COMO COMPARADORES
5.5.1. Comparacién de objetos concretos

La did&ctica tradicional pasa por alto que la concrecién de las fracciones no se
agota con romper un todo en partes. Como el andlisis lingfifstico de la seccién 5.3
mostr6, las fracciones sirven también para comparar objetos que se

separan uno de otro
0 que se
experimenta, imagina, piensa como si se separaran:

en esta habitacién hay la mitad de mujeres que de hombres,
el banco es la mitad de alto que 1a mesa,

lacallees 2—% veces més ancha que el sendero,

Juan gana la mitad que Pedro,
el cobre es la mitad de pesado que el oro,

La comparacidn se realiza de acuerdo con ciertos criterios,
directa e indirectamente,

Directamente: los objetos que han de ser cormparados se colocan juntos, o se
consideran de algdn otro modo como si el mis pequefio fuese parte del més
grande, estrategia mediante la cual la fraccién como comparador se reduce a
fraccién como fracturador de un cbjeto concreto.

Indirectamente: un tercer objeto, digamos una vara de medir, media entre
los dos objetos que son comparados siendo transferida de uno a otrc, o
considerando como si se transfiriera.

++ Cusndo Freudenthal dicq,lnnbba’dafn s¢ reflere a quienes, como Papy o Dienes, fucron 108

protagondstas de Ia didéctica asaciada a la Introduccidn de las “matemiticas modernas®,

20

wyl

Los gjemplos anterinres admiten otra formulacién:

el nlmero e mujeres de esta napitacion e 12 Miau q! ABT0 e
hembres,

la altura del banco es la mitad de la aliura de la mesa,

1a anchura de la callie es _zé-veces la del sendero,

el sueldo de Juan es la mitad que el de Pedro,
el peso (espacifico} del cobre o5 la mitad que el de! oro.

En vez de .
ios objetos respecto al nldmere o valor de la magnitud,

comparamos ahora
los propios nimeros o valores de magnitudes.

Parece demasiado complicado hacer esta distincién y en la fenomenologfa
insatisfactoria de la investigacién psicol6gica tanto como en la did4ctica
tradicional estd desatendida. En nuestro anilisis fenomenolégico esto no es
superfluc. Uno puede darse cuenta completamente de que comparar ¢on respecto
al ndmere o valor de una magnitud precede a la comparacién con los proplos
néimercs o valores de magnitudes, y que lo primero queda, o deberfa quedar,
inmanentemente presente en lo segundo, siempre que las fracciones hayan de ser
algo més que un formalismo.

55.2. Fraccibn y magnitud

Antes explicamos cOmo puede hacerse una distribucién en tres partes
iguales: con pequedtas cantidades, a ojo; con grandes, apartando alternativamente
partes iguales, o algorftmicamente, por divisién como la inversa de la
multiplicacién. 5i la divisién termina, no surgird ningtin problema nueve. S no,
entonces, en problemas realistas, surge la cuestién de qué hacer con el resto. i es
factible su divislon, entoces el problema matemdtico de distribucién y su relacién
con el problema real ha cambiado. Ya no es un conjunto finito lo que se
distribuye: el modelo del conjunto finito ya no encaja con el problema real de
distribucién, Por ejemplo, mejor que seis —discreto— rebanadas de pan, que se
distribuyen, es pan, en una cantidad que se plensa como arbitrariamente divisible
y segiin una regly que establece cuéndo las cantidades pueden reemplazarse unas
por otras para sér consideradas Iguales.

El modelo matemético que encaja en esta tarea de distribucidn, es la
magnitud. Ya se discutid en el capftulo 1 y es un asunto para ser tratado una vez
més, Mientras tanto repetimos los rasgos esenciales:

Constituir una magnitud en un sistema de cantidades requiere:

una refacién de equivalencia, que describe las condiciones para
substituir objetos (por ejemplo cantidades de una cierta substancla)
unos por otros, y que conduce a la fgualdad dentro de la magnitud,
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"una manera de juntar objetos (cantidades), que ileva a una agicidn ‘

1a magnitud,

la disponibilidad sin restricciones de cbjetos con el mismo valor de
magnitud {esto es, en la misma clase de equivalencia), que hace la
adicidn posible sin restricciones,

fa posibilidad de dividir un ohjeto en un niimero arbitraric de objetos

P' ) . J
parciales que se reempiazan entre sf, que lleva a la divisidn por
nigmeres naturales.

La multiplicacitn de nimeros naturales es una operacién derivada, definida
por la adicién repetida: “n~ésima parte de'” se convierte en el inverso de “n
veces”. Componiendo multiplicaciones y divisiones entre sf, se obtiene
multiplicaciones por niimeros racionales.

5i nos restringimos s6lo a las matemdticas, entonces para definir qué es
magnitud podemos estar satisfechos con los postulados de adicion y divisién. En
" un enfoque fenomenclégico debemos comenzar con los objetos que, mediante
una relacién de equivalencia, se requieren para formar clases que representan
valores de magnitud. La disponibilidad sin restricciones de tales objetos en cada
clase es, de hecho, indispensable. Hago hincapié en este punto, que a través de
una fenomenologfa defectuosa ha producido upa didéctica defectuosa de las

fracciones,

Nuestra exposicibén muestra una asimetrla entre la multiplicacién y la
divisién. El operador “n-ésima parte de” puede ser aplicado al objeto antes que al
valor de la magnitud, Una n-ésima parte puede ser una ‘parte concreta de algo
dado.. Por otro lade, “n veces” no puede ser realizado por medio del objeto dado;
tenemos gue utilizar otros, quizis arbitrarios, mientras que "n-€sima parte”
puede ser realizado dentro del objeto, ¥ sélo fa efeccidn de ia parte es arbitraria.

Esta asimetrfa es tan lmpresionante que ninguna-fenomenologfa puede
permitirse pasarla por alto y ninguna did4ctica de las fricciones debe dejar de lado
los resultados de este andlisis. Sin embargo, es precisamente el punto en que la
didéctica tradiclonal de fas fracciones muestra sus defectos, de los cuales es
probable que se pueda hacer responsable a una fenomenologfa defectuosa. La
fraccién como parte de algo es de una concrecibn tan fascinante y convincente que
uno se siente faciimente satlsfeche con este enfoque fenomenolégico y olvida los
otros. En todos los ejemplos, tanto visualizados ¢como no, uno se limita a
fracturar. La n-ésima parte se ve o se imagina exclusivamente dentro del todo

14pn inglés “p-th part of”, El castellano admite ¢} ordinal con "parte”, que traduce literalmente la
expresiém inglesa, o el partitivo “n-avo”. Aqul hemos traducido sisterndticamente n-th por #-<simo
pars respetar Ia discusién que hoce Freudenthal del uso de los erdinales para las fracciones, Una
fenomenologfa hecha en castellano habria de tomar en cuenta la existencia de los partitivos y «!
empleo tanto de ordinales como de partitivos en las fracclones, {c que quizd llevarfa a considerar
diferenciss entre expresiones como “la duodécima parte” y “una doceava parte™ en la primera
preoanece of rastro del acto de contar gracias al cual se ha determinado la fraceidn —v g8lo una de
las partes e pealmente fa duodéaima——; en Ia segunda, se senala wa cualquiera de los partes en que

&« 13 fraccién ha fracturado el todo, También habria que tomar en cuenta la irrupcddn en el uso —aunque

«J roesté enla norma— de los partitives substituyendo a los ordinales,

oS
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como se¢ abordaran las fracciones mixtas (>1), pero, cuando se 4 ese punto, fa
matematizacién de las fracciones y de las operaciones con fracclones estd ya en
pleno funcionamiento, si no completada; la extensién requerida para fracclones
mixtas simplemente es arrastrada por la corriente de maternatizacién, o levada a
cabo de manera puramente formal sin ningdn vinculo fenomenol6gico,
Expresiones tales como 1«% son materia de trabajo en el papel, desvinculado de la
realidad, que es atin visible en las fracciones propias. '

La “fraccién como fracturador” no es sélo un comienzo demasiado estrecho,
es también uridireccional. Es extrafio que todos los intentos de innovacién hayan
pasado por alte este punto, El moderno andiisis fenomenol6gico ha enfocado el
concepto de magnitud con cuidado; se ha reconocido el papel desempefiado por
equivalencia y fracciones, pero este anslisis fenomenolégico nunca ha tenido una
vertiente didéctica. En particular, no se han dado cuenta de que la did4ctica de las
magnitudes no puede ser construida sobre la de las fracciones, que 2 su vez
requiere magnitudes para que sean enfocadas did4ctica y fenomenalsgicamente.
La “fraccibn como fracturador” puede ser descrita mediante un concepto de
equivalencia bastante restringido: no requiere mas que dividir algo en n partes
iguales. Pero en la realldad de la didéctica se necesita una equivalencia de més
amplio alcance, asf como una disponibilidad sin restricciones de cbjetos en cada
clase de equivalencia. Esta necesidad no ha sido reconocida en la did4ctica de las
fraccicnes ni en la eleccion de modelos didécticos hasta la fecha.

5.6. Aspectos de In fraccién

Vamos a resumir el contenido de las secciones 5.4—5 formalmente, ya
completario. .

En la medida en que el énfasis mental esté en
algo dindmico o estdtico
la fraccién aparcce
en un opcrador o en una refacién
-~partiendo pag, la mitad contza “la mitad de grande”, .

N
Ambos,' el operador fraccibn y la relacién, pueden respectivamente actuar
scbre

objetos
y relacionar entre sf
objetos

con respecto a clertas caracterfsticas (ndmaero, longltud, salarlo, peso...) —ia mitad
de la vara, el bance s la mitad de alto que la mesa, y asf sucesivamente— o
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—esta longitud es la mitad que, este peso es 2—;— veces més que.

St los objetos comparados son
todo y parte
o son ¢onsiderados como tales, la fraccibn aparece en el
o;}erador Jracturante o relacidn de fractura.
St estén
separados,
es mejor hablar de
reiacién de razén.
Si es acerca de cantidades y magnitudes, la fraccidn aparece en el
operador razén
que transforma un nimero, una longliud, un peso, en otro.

De Ia relacién razén establecida entre objetos se puede pasar al operador
raz6n, que actiia sobre cantidades y magnitudes, mediante un estadio intermedio,
la fraccibn en el

transformador,
tai domo “aplicacién a escala un medio”, “prolongando 2% veces”. Esta operacidn
se realiza

sa?z;e el objeto mismo,
aunque no por ruptura, sino por

aplicacibén y deformacién.

Si nos alejamos paso a paso de la esfera concreta que rodea a las fracciones,
Hegaremaos a la

Sraccién come medidora,

i

' i i 1 . .
precediendo a una unldad -—-—2% en 2—ikg, z-z»m, E%CC’ 2-2<b0w51a5——~ o sin una

unidad como es el caso de -E«, 2-%, ... que mide segmentos
4

vt
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el operador fraccibn

inverso del operador multiplicacidn
yia /

Sfraccidn como niimero raai&;vxai.'

Como explicamos anterfomente, la didéctica tradicional sélo reconoce a la
fraccién en el operador fracturante, del cual pasa sin mé&s al final de la secuencia:
ta fraccién como nidmero racional. ‘ ’

5.7, La fraccidn en un operador

Entre los aspectos de la seceibn 5.6 encontramos un aspecto de operador en
tres 0Casiones, que sorn :

el fractucante ‘

que pide actuar sobre objetos concretos rompiéndolps en partes equivalentes,
el operador razén,

que coloca las magnitudes en ung razdn unas respecto a otras,
el operador fraccién formalmente definido

en el campo de los nimeros.

Las diferencias parecen Innecesartamente complejas, pero didécticamente no
lo son tanto —el medio en el cual actta el operador fraccién estd slendo
despojado de su concrecién paso a paso. Inicialmente actiia en los objetos citados
concretamiente, mientras sus aspectos de magnitud son los factores que controlan
la imparcialidad del procedimiento de distribucion. Acto seguido, las magnitudes
en sf mismas son objetos, mientras que los objetos concretos medidos por ellas
son omitidos o pasados por alto en silencio. Aquf hay un nivel intermedio
notable, el transformador, que, por decirlo de alguna manera, preserva la
substancia mientfas cambian proporcionalmente los valores de las magnitudes,
Finalmente, el operador fraccibn actia en el puro dominio del ndmero, donde
satisface la necesidad de inversos de los multiplicadores. .

L

En la relacién razén, el operador razén est, por asf decitlo, coagulado, de
una operacidn a una relacidre entre ol objeto operado y el resultado. La fraccién
coma un nimero de medida, como mota en la recta numérica, y finalmentse
como ndmero racional es el resultado de zolicar el operador fraccibn a vna
unidad. En todos los aspecios de la fraccldn, se nota ef aspecto operador. En una
didictica de las fiacciones deberia apreclarse, por consigulente, y cn enfoques
modernos, de hecho, se ha realizado. Desafortunadamente, esto estd aliado con
concepciones erradas, expresadas en formulaciones taies come la "fraccién como
operador”, Logicamente tal interpretacin es, desde luego, factible —rdmeros y
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vxso&.’mbién pueden ser interpretados como operadores. En otra parte® he
mostrige los cimientos didécticos en los cuales debe fundarse esta i8gica, La
interpretacion de la fracclén como un operador es Insostenible, como lo es Ia
terminologfa que Implica. Uno necesita imperiosamente 12 fraccién como
nfimero, que, a2 propésite, puede haber surgide al aplicar un operador fraccién a
una unidad. Esto significa que en el operador fracc:‘én se debe distinguir e}
operadsr de la fraccidén. El operador con una fraccién en £ no puede soportar un
segunda yo en la forma de la fraccién como operador.

Es un hecho que el aspecto cperador es mis importante para las fracciones
que para fos ndmeros naturales. En la constitucién del objeto mental “nimero
natural”, es decisivo el crecimiento paralelo de la rafz cardinal ¥ ordinal, ¥ s6lo
después de ‘que han sido constituidos los nimeros naturales, se usan en
operadores tales como “tres més que”, “tres menos que”, “tres veces (mis que,

menos que)”.

Las fracciones, sin embargo, muestran el aspecto operador desde el principio,
fo que justifica una did4ctica llamada a sf misma —por exageracién-~ la
interpretacién operador de las fracciones.

Una operacién que se conoce tan pronto como los miimeros naturales es la
nperacién de distribuir. Si se distribuye un grupo finito de objetos equivalentes en
tres partes iguales, es declr, entre tres personas, cada parte es un tercio, esto es, un
tercio del total —una extrafia terminologfal® cuya fiente problemitica he
descubierto en la seccisn 5.3.9 —ahora estamos tan acostumbrados a este extrafio
uso del nimero ordinal que ya no somos conscientes de lo curloso que es, ni
mucho menos nos sentimos inclinados a protestar por ello, ni a preguntarnos por
qué afio tras ano multitudes de alumnos no lo comprenden,

5.8. Modeles de la relacidn razén (Figuras 35--38)
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Fig. 35,

* Mathematics £s an Educational Task, pp. 260-262,
15 Extrafia en inglés, que no distingue el partitivo fercio del ordinal fercero: para lo que el castellano

tiene esas dos palabras, el Inglés sdlo tiene fhird,

26

o Fig. 8.

El modelo unjversal de magnitud es “nimero positivo”, visualizado en la. .
recta numérica como longitud, mientras otros modelos pueden ser
didActicamente ttiles, ¢n particular si se trata de fracciones: drea, volumen, peso,’
hora, por mencionar unos potos. Longitudes y 4reas tienen sus propias
visualizaciones: con alguna precaucién los volimenes también pueden ser
visualizados graficamente, aunque las visualizaciones espaciales propiamente
dichas, que al mismo tiempo pueden ser palpables, son altamente recomendables.
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.macia ¢ en ¢l brazo de una antigua romana en los que se desplaza una
corrediza; el tiempo se visualiza sobre ejes de tiempo, despiazindose por teda 1p
esfera del relof, por as! decirlo. Cada uno de estos modelos merece nuestry
atenci6n ya que puede ser Gtil en la relacifn razdn.

.. No mencioné aquf el modelg cldsico para fracciones: la distribucitn dej
pastel; por no menclonar otros mis recientes, tales como las cajas de fracciones,
Clertamente en Ia prictica didéctica no deben ser omitidos. La distribucion del
pastel es la predecesora de divisiones generales del cfrculo que son aplicadas 5
diagramas de seclores estadfsticos, en ruletas y en spinners. Como meoedelos
did4cticos para fracciones son especialmente efectivos si se ha de tomar
conjuntamente varios sectores, con el fin de decir cosas sobre “m de n partes” o%p
partes de esto contra g partes de aquello”. En un spinning top'é, mezclar p partes
de un color con q partes de otro color para obtener un cierto tono, es una
ilustracién efectiva de razones en mezclas. Igualmente, uno puede mezclar
liguidos en una razén dada, e Hlustrar la mezcla en un diagrama de sectores. Son
buenas las llustraciones ofrecidas por tiras de cuentas, muros ¥ otros patrones en
los que las cuentas, pledras, etc, de varios colores o tonos se alternan
regularmente en una determinada razén fraccionaria —tres blancas y dos
negras— un todo indefinide en el que no se sugiere ningiin imite. 5i e} tema son
las fracciones, las porciones particulares se expresardn mediante fracciones,
Igualmente, 1a caja de fracclones puede ser usada estupendamente para hacer
histogramas, pero debo decir que no he visto ninguna usada para ello.

Qulenquiera que use estos modelos tradicionales ha de tener en cuenta que
no son suficientes. Su cruda concrecién no debe seducirle hasta el extremao de
conflar en ese enfoque limitado. La distribucién del pastel tiene iugar dentro del
pastel: el cfrculo que ha de ser dividido ‘es el universo, que estd dividido en
sectores. La esfera del reloj puede ser manejarse con més suavidad: por la relacién
det tiempo, la restriccién a una hora o a medio dfa se puede hacer desaparecer, la
esfera puede, por as{ decir, ser desenvuelta en el eje del tiempo. La caja de
fracciones es 12 herramienta més restringida: se resiste no 58lo a 1a extensién sino

también al refinamiento.

Las longltudes y 4reas son los medios més naturales para visualizar
magnltudes con respecto a la enseflanza de fracciones, Las longitudes surgen de
los objetos rectos y “largos™? por medio de la congruencia como relacién de
equivalencia: sl se admite objetos “largos” arbitrarios, las congruencias han de ser
ampliadas a transformaciones de descomposicién y recomposicién o flexiones.
Lag 4reas surgen de los objetos plancs por la relacidn de equivalencia de la
igualdad de Area, que seri tratada en el capliulo 13; las congruencias y las
transformaciones de descomposicién y recomposicién contribuyen a2 la extensitn
de esta clase de equivalencia. En el proceso de la division del pastel, los sectores

16Un spinning top es una peonza que se hace girar mediante un tornilio que entra y sale en su parte
or, Usualmente est4 dividido en sectores de varios colores.

Vfrendenthal llama long objects a los objetos de los que se puede predicar la longitud, los objetes

pars 1o que tiene sentico hablar de su longitud. Esta expresion Ia he traducids por objetos “larges”,

indicando con las comillas que hay que leer objeto “largo” en el sentido que le da Freuderahal,
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Los segmentos lineales son la representacién visual mds sirx}ple d{z valores
de magnitud. Dos valores de magnitud en una relaci6n fraccionaria se visualizan
tscilmente mediante dos segmentos lineales en la misma razén (figura 39); para
hacer la comparacién de la razén més f4cil, las partes pertinentes se pueden
marcar; los segmentos lineales representativos se tomen, preferentemente,

aralelos. Esta, sin embarge, ne es la dnlca forma. Dos drboles contiguos (ﬁ‘gura
40) que estin en una razbn fraccionaria, que puede ser presentada mediante
medidas, o usando escalas intermedias; dos libros con grosores en razén .
fraccionaria; las edades en el eje del tiempo; los pesos en la escala de una biscula
de pesa mévil, son otros ejemnplos. La mayortia de estas representaciones muestra
més de una dimensién lineal, lo cual significa que las otras extensiones pueden ’
ser discutidas también, No son tan delgadas come las longitudes puras, de hecho.

N 4
b 1 L X

A 3 .
& 4 +

Longitudes més delgadas pueden ser estilizadas por rectingulos pajos, tiras
que son fijas en una extensién y variables en Ia otra (figura 41). Para sistematizar®
esto y para facilitar la comparacién se debe dibujar el rectdngulo en papel
cuadriculado (figuta 42), en el que comparar se reduce a contar. Perc, de nuevso,
ésta no deberfa sét la tinica manera. Se deberfan admitir figuras que se solapan a

la estructura del papel cuadriculado o que estin de través,

-ig. 41. .
e Fig. 42.
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geowetricos —segmentos lineales, dominios planos— pueden ser presentados
pot derecho propio para dar cuerpo a fracclones, o pueden ser representativos de
otras clases de pares de objetos —dos drboles, dos libros, dos cuerpos con peso, dog
intervalos de tiempo— que han de ser entendidos er su razén fraccionaria,
Entonces pueden surgir acoplamientos bastante concretos: pese y precic en lag
bisculas de las tlendas, pesc en el platillo y longitud en el brazo o e la escala dej
peso de mueile. :

5.9. Modelos del operador razén
De la forma més natural, "% de” se representa mediante des figuras, una es

% de la otra longitud o 4rea. Sin embargo, este procedimiento representa % de”

insatisfactoriamente como un operador. Es como si se ilustrase uma funcién ng’

mediante una grdfica sino mediante un punto de la grdfica. Para una funcién
lineal esto es, de hecho, suficiente, pero de ninglin modo satisface nuestras

expectativas. Para mostrar la accién de "% de” en su dominio completo se

necesitan otros recursos.

El artiluglo més popular en nuestros dlas es sugerir una miquina —en el
presente caso serd la mdaquina "% de”. Con frecuencia, o5 meramente una

sugerencia verbal flustrada por un dibujo convencional. La entrada de la
miquira es un dato numérico que, no obstante, puede también ser representado
geométricaments. La méquina en sl misma no muestra ninguna estructura
geométrica o de otra clase. Es una “¢aja negra”. Hasta donde alcanza mi
experiencia, autores de libros de texto, profesores y alumnos usan estas maquinas
sblo verbalmente, sin relacién con ninguna operacién de fraccién concreta. Mi
impresién es que las méquinas deben su origen a los intentos de introducir el

concepto de funcibn, antes que a las funciones como objetos mentales; las falsas
concreciones que son entonces ineludibles han adoptado aquf la forma de una’

pseudoconcreciér: una sugestion verbal.

Bl dibujo de la distribucién de flujo proporciona méas concrecién para
encarnar las fracciones (figura 43). De hecho, Ia magnitud que fluye hacia adentro
y hacia afuera existe s6lo en la imaginaci6n —es reemplazada, por asf decirlo, por
un tiempo indefinido—, pero la imagen bifurcada puede representar la parte
fraccionaria (y su complemento) con precisibén geométrica.

ihre lo

2lqu que 1 m ele; uno
neda,

sehitrariamente, por efemplo, la fmagen del flujo como longitud, pesc

e

5.10. Modelos del operador razén mediante aplicaciones

Un cuadro geométrica completo de las operaciones con fracciones, y no sélo
geométrico sino global, se cbtiene tan pronto como éstas se interpretan de forma

genuina mediante cperaciones geométricas. Para hacer esto, se aplican rectas unas

sobre otras. Hay unas pocas posibilidades, todas ellas aplicaciones afines (figura
)

/\\\\\V» | '! L
NS R =

\ A
Fig. 44.

™

proyeccibn central de lineas paralelas {sombra de s ldmpara),
proyeccifn paralela de, pongamos, lineas ortogonales {sombra del soi),

composicién de dos proyecciones paralelas {tal como la usada en la
representacion grafica de una funcidn lineai). ~

Realizar las construcciones geométricas en detalle puede ser tanto ventajoso
como desventajoso: todns los detalles se vuelven conscientemente claros, pero

los procedimientos se alargan.
Un modo més atractivo es usar
.1 .
planos, mejor 'que lneas, esta es, planos de proyeccisn.

Las construcciones detalladas son mucho mas dificiles de realizar, pero
puede ficiimente prescindirse de ellas si los dibujos estdn diferenciados para
mostrar claramente qué puntos se corresponden entre si en el original y en Ia
imagen (figura 45). Lo que quiero decir es: dos figuras contiguas, una, ampliacién
o reduccidn de la otra, en las que la misma relacién razén puede ser establecida
para cada detalle particular. Lo mismo puede hacerse en tres dimensiones
mediante la construccitn de modelos en diferentes escalas.

K}

Digitalizado por: I.S.C. Hector Alberto Turrubiartes Cerino
hturrubiartes@beceneslp.edu.mx



Lo

32

Fig. 45.

«

Un peligre gue hay que prever si se usan tales representaly, de203
dimensiones ¢s la posible confusién de las razones de longitud, &rea, y volumen.,
Sin embargo, incluso si es la razédn de longitudes lo que importa, se ha de preferir
las figuras planas como medics de representacién por su expresividad més global;
entonces, para subrayar la longitud, uno puede valerse de dos artificios:

como figuras planas uno elige bandas estrechas, que son transformadas:
s6lo segiin la longitud, mientras que se distinguen lugares mediante
adornos,

o se toman partes bidimensionales simples, que se transforman segdn
ambas dimensiones, a las que se adjuntan dibujos que sugieren una
dimensidn, t2les comoe gusanos, serpientes, 1&tizos, monturas de gafas,

5.11. Teorla matemdticn del mitmero racional desde ol punto de visia del operador
razén

Es harto conocido cbdmo se introducen los niimeros racionales, empezando
con los ndmeros naturales (0 enteros): se consideran pares (“fracciones”) de
enteros con un segundo miembro distinto de cero y se prescribe una relacién de
equivalencia :

[on, 67w Ty, ny] &3 w1y = g

los ndmeros racionales son entonces las clases de equivalencla de estos pares. Las
operaciones aritméticas estdn definidas apropiadamente para los pares y, por
consiguiente, para las clases de equivalencia.

Esboze ahora ¢6mo se hace esto si se elige el operador multiplicacién para
comenzar con €l v se sigue una via genética a priori en vez de una via axiomética
a posteriori. Las fracciones, entonces, no son el resultado de una definicién; en
cambio, se descubren y describen.

Consideramos una magnitud § y dentro de § multiplicaciones por nimeros
naturales {#0), lo que forma un conjunte M, con la composicién como una
operacién en M. M entonces es

un semigrupo conmutativo
. e b
con idergtidad y una
regla dé cancelacifn: gox=aoy s x=y

Tales semigrupos, civ general, pueden ser extendidos a grupos, lo que se
prueba ficilmente.

En ei caso presente es incluso més facil porque los elementos del semigrupo
se dan como muliiplicaciones dentro de una magnitud §. Expongo fa secuencia de
pasos (las letras itdlicas son nimeros naturales distintos de cero)k

1) “k veces” es una aplicacién inyectiva de § en sf misma.

) El inverso de “k veces” se llama "k-6sima parte de”.

-,
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un conjunto M—1.
(k veces) o (i1 veces)skni veces,

M es cerrado y conmutativo para la composicién,

Dado un conjunto T y aplicaciones inyectivas o, wde T en sf mismo
(4
entonces, de

poyoy™ op™ = identidad
se concluye:

Si @y wconmutan, entonces ¢ ¥y witambién, as{ como ¢~! ¥yl
ademés (poy)’ =yl op™.

Aplicando (8) a S en vez de a T y dos elementos de M en lugar de ¢,

¥, se obtiene

M M- con la composicibn, ya que su operacidn es conmutativa.
De la dltima parte de (6) se deduce que

{n—¢slma parte de )Q(m%sima parte de)=(mn~$sima parte de).

Se define
(«-’5'- dc) = (m veces) o (n-ésima parte de)
n

que, de acuerdo con (7) puede tambidn ser escrito
=(n~€sima parte} o {in veces).

Aguf -i".- todavia no se concibe como simbole de un ndmero racicnal.
Es més bien un simbolo arbitrario, expresado por medio de m y n.

La regla de multiplicacién

(5 ot )-(2
se deriva de (9), (8), (). |

(—E da) = (1 vez)

se derlva de (8) y (2).

La regla de cancelacién

34

(13

(14)

(13)

2o lde g@ ;

nk ] ;
se deriva de (10} y {11). Esto nos permite presentar ndmeros
racionales como clases de fracciones.
Los (-;3 de} forman un conjunto N, que, segiin {11), es cerrado v

conmutativo.

(ﬁ dc) es una aplicacibn inyectiva de $ en si mismo con ("-’- dc)
a E ”
COMO 51U iNVArso.

N es un grupo conmutative de aplicaciones inyectivas de § en sf
mismo. .

Parece terriblemente complicado, aunque refleja nada més que la existencia
de ntimercs racionales en los operadores multiplicacibn; falta la suma, y los
nfimeros racionales no estdn liberados todavia de su formulacién come operador.
Sin embargo, la secuencia anterior no debe entenderse en el sentido de que
cualquiera de sus pasos se harfa explicito, excepto si se hace paradigmdticamente.

S miramos mis de cerca lo que se requiere didacticamente en esta lfnea de

pensamiento, entonces obtendremos la siguiente secuencia

el objeto mental "aplicacién inyectiva®, aungue- especializado a
estiramientos y contracciones del rayo numérico,

la actividad mental de componer e invertir aplicaciones,

el reconocimiento de “k veces” {para k paradigmético) como una
aplicacién inyectiva y la identificacién de ciertas aplicaclones como “k

veces”,

el ver e’identificar 2! inverso de "k veces” como "k-8sima parte de” o
”‘-:- de” (conocido asf desde la tarea de divisién),

la compaosicién mental de "k veces” y “m veces” (para kym
paradigmdticos) y el reconocimiento del resuitado como “kimt veces®,
‘

la composicién mental de “n-ésima parte de” y “nm—€sima parte de”
{para n y m paradigméticos) y el reconocimiento del resultado comeo

“pn~8sima parte de”,

la definicién ¥ reconocimiento como una aplicacitn de "1:— de” como
compuesto de “m veces” y “n—€sima parte de” en orden arbitrario,

la composicién mental de “= de” y -';- de” y la comprensién de la regla
n

de multiplicacidn,
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',corﬁkﬁ tron” reacciona como si hublera despertado de un suefo —de repengg .
da ta de que hay mis .cosas entre cielo y tierra que las sofiadas en las lema;’a._
de aritmética que ella ha tenido hasta ese momento. &

Dibuja esbozos de ocho botellas unas al lado de otras, divididas cada uny g,
ellas en tres partes, da a cada persona ocho tercios —en realidad ella no tonnce
esta palabra, pero dice “botellitas”— y porque lo sugeria el problems ep sf‘
conjunto eila dio a 4 la parte de la izquierda, a C la de la derecha, ya B Ia parte de;

medio.

Posiblemente habrfa alumnos que asignarfan todas las partes de abajo 5 4
las del medio a B y Ias de arriba a C. “jPuede hacerse de otro modo?”, se puedé
preguntar. Los nifios hallan una rica variedad de soluciones. (Las permutaciones
contempladas son 280, pero la intencidn de esta pregunia no €s encontrarlag
todas).

" El mismo problema puede ser planteado con otros ndmeros. Fg
particularmente instructivo intentarlo con los siguientes, unos tras otros:

24 botellas y 5 personas,
26 botellas y 5 personas.

" En un contexto visual los nifios aprenden
con respecto a una mi-particién a cambiar los todos en m-ésimos (para

m pequefio), usando particiones aditivas de k en ky+...+k; conla

intencidnde obiener particiones aditivas de renhil K ejercitando,
i nt Lo

en particular, la particién de todos.
La notacién inicial s k m-ésimos; la notacién Les de aparicién posterior. i
i

N . Il . * . ' 2 - .
los todos se dividen, Ia notacién inicial serfa 1+1+§, 2+ -;-, para finalizar con 22,
‘ 3

El propésito es

transferir adicién, substraccién, relacién de orden desde N

isomérficamente a IN (.x - i)
. m o\ m

mientras se afloja el vinculo visual esto puede mantenerse mediante tablas como

0 1 2 3
o 1 2z 3
7 7 2 7
0 1 2 3 4
oL 1 3 &
12 12 12 12 12
H i !
=0 e "1 73
Faaae? 25

L3t e ,”,’\?‘gif i d*

Qa
tr,m..,.ta. i

sumérica en las que

En este punto st povde
ominadores COmo 12, 24, &0.
n tablas nuevamente en Ja recta s
s se unen {figuras 46y 473

den

Entonces se visualiza
jos puntos correspondiente

o ’ F3 3
o ¥ ’ P
N ‘!‘ + "

N

-

* i f,
“oo't A

W
AR VA
e

Fig. 46.

|
|

Fig. 47

prepararse COmo adiciones repetidas: después

Las multiplicaciones pueden
de plantear ‘

2,2

3 3

- 2 2

L gt

3 3 3
2,2,2,,2
FP3TYT3

- .7”
a: ¢ irlo de otras maneras?
hacer la pregunta: 7gC0mo puedes dgc

Ejemplos cautos de divisién:

‘ 2 8 4o S
la mltad de -i;;, de-é-, de 3’

y atin més cautamente

. 2
un tercio de 5o
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5.13 Se Q...cibuye cerveza entre parejas y después viene la distribucidn entee
ambos miembros de cada pareja —una secuencia algo mis compacta que I

anterior, que pretende

7.

sransferir la adici6n, substraccién, orden desde Ina AN (; -g..;j y
” n pm

entender el isomorfismo x-+ -;}-;x como el producto de los isomorfismos - L ¥
421 m
X - 1 X
P
La misma situacién visualizada por modelos de flujo o de &rbol produce 1a

figura 48.
8 bortles

1o 2-; 2%
N /N
ANVAANVAN
T L
Fig. 48,

5.14 Un dibujo de un rebafio de ovejas: el granjero vende una de cada tres {esto es,
-) Téchalas. ;Qué queda? Si habla 120, ccu‘mtas se vendieron?, ;cudntas

quedarow’?

Lge120= 2 de1u0=
3 3

El tablere con cien cuadritos: colorea de rojo % de los cuadrados. ;Puede
* - N N )

hacerse de modo diferente? Colorea -:- rojos. (Puede hacersg de otra manera?

{Encuentra pautas hermosas!
Lo mismo con un muro de ladrilles —todo indefinida.

Una loterfa con mil lotes. Uno de cada cinco gana. ;Comp fijas cudles? Uno
de los cinco obtiene al menos la devolucién de su apuesta; un teruo de éstos,

dobla su apuesta. ;Cudntos?
Hay 10 primeros premios —esto es, uno de cada...

Toma una cinta; déblala en dos, en tres. ;Qué parte de la original es la cinta
doblada? Déblala hasta que sea un sexto.

Cintas que se encuentran una debajo de otra en una razén visual = : 2 Si
—aina vale 4, jeulnto valdrd la otra? .
o0

Bk

¢ ’
40

N
%

¢

El objetivo de estos problema es
1 ‘o
Teee=i €0 TEIAGICNES Y
"

recongeer ¥ evaiuar casds de la funelda

visualizacignes numéricas,

5.15 2 ha funcionado sisteméticarnente como un ndmero solamente en medidas
n

tales como »i- de botella, % de cinta. Lo siguiente pretende
constituir, construir, reconocer la funcién x - M.
n
Aquf estd el &rbol A,
Dibuja el 4rbol B {a mitad de alto que et A.
Dibuja el &rbol C tres veces més alto que el B,
Dibuja ¢l &ibo! D un teccio del drbol C,

Dibuja el drbol E ¢inco veces mis alto que el D.
Dxbu}a el 4bol F un tercio del E,

I uedc e‘;c*ribir también
fzmi de A,
C=3veces B =...A,
D= ldecmh..s-. A
E= 5ve~'<.sD=. L=l b= A,
Fr:—;deEm..Dm.Ca:...Bw...A

Yo poseo una .

lente convexa atra vés de la cual veo todo 3 veces mds grande

y unn

lente cbncava a través de la cual veo todo é—de grande.

Miro la flor a través de umbas en hilera (Figura 49)

DTG

Y
J*) U
s.M"IG";

oR N N
émmes / 3 times
Fig. 49,
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%él es el resultado 2n ambos casns?

Una variedad de ejemplos deber{a servir para

ejercitar la composicién de la funci6n x-—bm.t.x-#—g»x en un ndmerg
- ?
arbiteario, soportable visualmente al igual que numéricamente aisladg

por ejemplo, evaluando (% de) (5 veces) (% de) (2 veces) aplicado 4

longitudes y niimeraos, y reconociéndolo como g.

5.16 Lo quesigue sirve para
reemplazar “ = de” por “ = veces”.
n B

Como se ha mencionado anteriormente, la mayorfa de los libros de texto ng

se preocupan por motivar esta equivalencia. Es molesto que “tres veces” sea una
. 1 .

operacidn natural, como es "3 de”, mientras la lengua verndcula no da cuenta de

su cardcter similar. Hay, sin embargo, una oportunidad, como se destacaba
anteriormente, en la que el lenguaje cotidiano —hasta dende yo sé, en todos los

idiomas— admite el paso desde ”% de” a = veces”, 2 saber, en procesos ciclicos:

gizar la ilave 2% veces en la cerradura,
la manécilla grande ha rodado 3-;— veces alrededor del reloj,

el satélite ha dado la vuelta 10% veces alrededor de Ia Tierra —;d6nde
estd ahora? ‘

el tiovivo ha dado la vuehaﬁ% veces,

también lo ha hecho la noria —;dénde estards ahora?

Los circuitos irregulares en la feria,

la montafia rusa,
Ia casa encantada,

permiten la misma cuestién, asf como les movimientos oscilantes,

3{- veces oscilé adelante y atris,

3{-veces viaj6 de A a B.

Estas “veces” pueden ser interpretadas también come muhi;gxmores de
nGmeros,

3% veces alrededor del refoj ~——cuintos minutos son?

irededor del reloj es 60 minutos, 3.;— alrededor del reloj es...?

a
IO%Veces alrededor de la Herra dura...?

—~una vez dura....

sl veces el ovive —gcudnto dura? joudntos caballos?

Pd o

3% vaces desde A a B, jcudnto cuesta?
Y Ia escalera de caracol

5%— veces vueltas, jcudntos escalones?

De los procesos ciclicos a los periddicos,

31 cientos de veces haciendo tic-tac el reloj (mecanografiando,
rodzndo el odémetro, saltando)
y al rodar una rueda

»
e

veces?

[

} . L
(c6mo de lejos tras girar 1,2, 3 veces, 1o,
Esto conduce de un modo natural a

. veoes, 2% veces una medida dada,

2
T . .
que puede darse también numéricamente.
1

: 1 v el
Se establece por tanto un lenguaje natural de ”1-2~ veces”, 27 veces”. Como
ejemplos he tomado hasta aqui fracciones mixtas, que veo que son

2 . |
didacticamente importantes. En 4 veces la parte entera 4 sugiere qué operacién
debecia realizarse y arrastra tras sl %— En la progresion de la secuencia did4ctica, sin
embargo, las fracciones propias aparecerfan mas frecuenternente.
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517 De morhénto

“Z de”y "2 veces
n a

estan juntas; al final deberén

ser identificadas una con otra.

Esto puede hacerse aplicindolas.en donde ambas sean sigrificativas (Figuz,

50y

é- veces 60 (alrededor del reloj)=

2-} veces &0 (alrededor del reloj)$ 2% de 50 (en el segmento lineal).

Es critico que

1a identificacién se haga consciente

para que se pueda invocar su recuerdo, st hay errores. De ia misma manera,
' -2 2
consclentemente: 0 de 13 veces l3

Identificar la fraccién en el operador de fraccién y la fraccidn como ndmero

B . 5o
racional se aplaza, sin embargo. 5 e introducia como

“5 veces 3[ de” o ; de 5 veces”. -

Ahora el asunto serfa

. : 1
conscientemente: “5 veces - veces” o
. 3 -

En ganeral, otros ejemplos deben repetirse para

x5

de 60 {en él segmento lineal)

3 veces 5 veces”.

reemplazar conscientemente “ de” por = veces”.
' n . .

5.18 Dado un punte A en &l rayo, la escala racional de TA s unstruye
e}

sistemdticamente ~-la expresidn se lee como Z veses A.
a

En este dibujo {Figura 51)
para un punto 4;1.4

su imagen por “m veces”,

su imagen por L eces”,
n

su imagen por ” = veces”
”

puede ser localizada, de manera que

#

a la escala de los maltiplos racionales de A, se apiica la operacion
veces”, "
para validar paradigmaticamente la férmula
MEpTlE A,
nq fi-q : «
De aquf, mediante la eliminacién de A, la

f5rmula de multiplicacién

mMELIE
n g ng

i
se hace

consciente paradigmaticamente.

Los ejercicios en casos especiales tales como

m n
LY

nom

mn_m

L2

nq 2

estan incluidos.
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5.19 Parece natural afadir la divisidn de fracciones a esta secuencia, a saber, cabe en —; tantas veces coma 2 en 4,

como el inverso de la multiplicacién cabe en 6 tantas veces como 2 en 36,

{?x)ax=b. cabe en g tantas veces como 4 en 7,

Wi wimwles w'u

.En el caso b = 1 este problema se resolvié al final de la seccitén 518 cabe en -: tantas veges como 5 en 12,

(?x)ax=1 Lo esencial de este principio e

U } a fracci sent abez: i< AL : : :
se rgbuelve dando la vuelta a la fraccidn que representa a, cabeza abajo, y para reducir 1a division de fracciones a 1z de ¢nieres
resolver ‘ via fracciones con fgual dencminador

(ex)ax=h, —un procedimiento que es fermalmente equivalente g
este tesultado ha de ser multiplicado por b. Esto, sin embarge, no respende Lot fvi
cadc ‘ TEC, : multiplicar con el divisor puesto al revés
did4cticamente al problema de la divisién de fracciones. Toda pista de que dividir P i reves {
estd de alguna manera relacionado con la realidad falta en esta aproximacién.. aunque estd mejor motivado diddcticamente. A

Interpretar b:a como una 5.20 Sumar, restar y comparar fracciones se apoyan en Ia imagen de la recta
numérica, tal como se preparé en la seccién 5,12:

divislén distributiva,

- comprendsr visualmente la situacién mutua de
€sto es, como particion de b en n partes, carece igualmente de sentido a menos que

4 sea un entero, C
‘ . \ -} N y é— N;
Es mAs aproplado entender b4 como una A ,
. encontrar para los p y § paradigm&ticos un r tal que
ivisién razdn, : ‘ M
- » : Lag: O Ly
que contesta a la pregunta - _P;N | y N

\ nl?, . vy
gcudntas veces cabe a en b estén comprendidos en ~ IN

por ‘ejemplo, si ambos se visualizan como longitudes. Pero entonces es més

'memmvmwn«mxmm A

apropiado hacer esta pregunta honestamente en el contexto de razones, que Samar, restac y comparar se mahza. de acuerdo con la seccién 5.12, en
abordaremos en el préximo ‘capft'ulo.‘Presupongamos este contexto por un un L N queseproduce en cada caso particular.
momento como una precondicién didéctica, con la conclusién operativo: b
5.21 Las combiitaciones de sumas y pultiplicaciones se gjercitan en modelos de b
las dzv:sxones braybe:ac(c=0) son equzvalentes, | flujo (I‘xg,ura 52): ) 3

R

esto es, dan el mismo resultado. De hecho, éste es un importante prmc:pxo que no
se hace significativo hasta que las fracciones estdn en juego —esto no valdrfa para
divisiones con resto. - : - ;

Desde luego este princlpio puede también ser motivado si ia division se
entiende como e! inverso de la multiplicacién:

ax=h y  acx=bc )

tienen la misma solucién x. Asl como en el contexto de “razén” el principio
g‘:uede ser también motivado con enfoques simples, tales como
..'a, i : i
14 47
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‘ Las'...exiones s& hacen de nuevo entre Jas capas

1 1
N, &}% N, % N,m N
esto es
a= —3-‘10;:, etc.,
10
asf,

3'14=3140, y asf sucesivamente.

Adicidn, substraccidn, comparacién se realizan en cada red

1 1 1
—- N, === N, «—'N
10 100 lOOQ
separadamertte. La multiplicacién’ vincula dos redes una a otra. Gracias a
-1—»,: --—Lba—L—é‘b (ne N,be N)
tor 10 10

se gbtiene

1 i 1

L N N =

107 10 10~

Et algoritmo de la multiplicacién se aumenta con una regla sobre In
colocacién del punto decimal.

En las divisiones se tiene cuidado, de acuerdo con 5.19, con que el dividendo
y el divisor pertenezcan a la misma red; esto es, transformar el problema en la

forma

_1—.a ¢ .—Lb'
160 10

que es equivalente a
a:bh.
5.24a Un comentario diddctico

En la ensefianza compensatoria y en las observaciones en las instituciones
de formacién de profesores (cf. seccién 4.36a), se me ocurrié que la didéctica usual,
que apunta a la ensefianza de reglas para el lugar del punto decimal puede
conducir a un bloqueo de la intulcién y de la necesidad de intuicitn. Una vez
estas teglas han sido formuladas y aprendidas, es casi imposible corregle
[y
o0
i 50

¢

aplicaciones erréneas, mediante la apelacién a la intuicién. Si se newesitan, tales
reglas serian el término de un desarrolio, que no puede ser acelerado
artificizlmente. Las reglas se entenderfan en diferentes niveles.

El mis bajo es comenzar con la explicacién de que a la izquierda del punto
decirnal estdn los enteros y de que al punto decimal le siguen por la derecha las
décimas, centésimas y asi sucesivamente, y le preceden por la lzquierda las
unidades, decenas, centenas y asl sucesivamente. Multipiicar por 10 y dividir por
10 cambia las unidades en decenas y las decenas en unidades, respectivamente,
Esto puede ser ilustrado por un dbaco con un punto decimal. Iguaimente Gtil es

‘una escalera de refinamiento

.
.

-

1000
100
10

01
001
[0

que se puede relacionar con las medidas del sistema métrico. Multiplicar y dividir
por 10, 100, 1000..., se experimenta come una accidn en esta escalera, Esto prepara
la multiplicacién mutua (positiva ¥y negativa) de potencias de 10. Puede
preguntarss cudndo la notacién usual por potercias de 10 deberfla intreduciese {(cf.
secclén 4.36a). Escrito como saa, multiplicar y dividir (positiva o negativamente)
potencias de 10 precede a la introduccin formal vy al aprendizaje de la
multiplicacién vy division de las fracciones decimales en general. La reduccibn de
multiplicaciones y divisiones en este dominio a las en N, por medio de la
extensién de potencias de 10, merece preferirse mis que la memorizacién de

reglas sobre Ja situacitn del punto decimal. .
5.25—26 Desarrollo decimal

5.25 La divisién de fracciones decimales se reduce por estos medios a la de
enteros, estc es, a lo que se llama el

desatrollo de b:a, o la fraccién g, en una fraccién decimal, . .

que puedé ser de longitud infinita.

Hasta aquf las fracciones decimales han sido tratadas como fracciones con
potencias de 10 como denominadores, lo que significa que una divisién o ura

fraccion es transformada de
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Para que esto sea posible, la fraccién en su forma simplificada debe poseer un
denominador que sea un divisor de una potencia de 10, esto es, el denominador
no debe poseer factores primos distintos de 2 y 5.

b -2
-— R e
a 10°

Otras fracciones no admiten tal desarrollo —finito.

Transformar
[ 4

f.. e ——
a 10

se realiza por medio de una divisién
10%:a=e,

basada en

= L 10ns -
bin = (10 b.a'),

esto es tanto como decir, en el dividendo y finalmente en el cociente se pasa a ?El)”
cormo nuevas unidades antes de realizar la division,

En realidad esto ocurre sucesivamente:

tras la primera divisién de b por a las unidades del resto se cambian en
décimas, con las cuales se continGa la divisidn; el nuevo cociente,
siendo un ndmero de décimas, se pone en {a primera posicién a la
derecha del punto decimal;

el resto se cambia en centésimas, con las cuales se continda la divisidn;
el nuevo cociente, siendo un ndmero de centésimas, se pone en
segunda posicién a la derecha del punto decimal, y asf sucesivamente.

Si el denominador no tiene factores primos distintos de 2 y 5, el
procedimiento termina con el resultado deseado. En otros casos, una fraccién
decimal infinita sale a la Juz,

Lo
3
.;, e 0’14 2857142857

Lo que es pertinente mateméticamente aquf difiere mucho de lo que ha sido
tratado hasta ahora en esta fenomenologfa didéctica. Pertenece a la teoria de
nimeros y a las series infinitas, que, sin embargo, no excluyen una aproximacién

¢

526 No hay en este momento necesidad de colocar el desarrollc intuito de las
fracciones en la estructura de series infinitas o, paru 1o que nos ocupa, en la de
fracciones decimales infinitas, en general. Esto puede volverse a tomar més
adelante. También hay poca necesidad de apelar a la teorfa de nfimeros para
explicar la periodicidad del desarrollo. Se hace de un modo mis elemental. :

Una divisién por n produce en cada paso particular un resto que;
considerado como un entero, €5 un namere mensr que . Por tanto, entre los n
primeros restos parciales hay al menos dos iguales. Hay una primera vez en la

secuencia de restos en que un resto se iguala a uno previo. Asumamos que es €l
j-ésimo el que es igual que el i~simo, esto es, el trozo desde

el i~sirno al [i-1)-ésimo cociente
se repite periddicamente. El desarrollo decimal de un nimeroc racional
eventualmente se convierte en periddico.
FPuede ser
periddico puro

o el perfodo esta precedido por un segmento inicial. Ejemplos del primer tipo;

Laos.. L n0142857,..;
3 : 7
del segundo tipe

1 ... A = 0'0285714285714. ..
[ kH

:Como pademos predecir lo que ocurre?

Los ejemplos sugieren: el desarrollo decimal de la fraccitn —simplificada-—~
es

periédico pure o no
seglin que el dei{ommédor #
teniga o no
un factor primo 2 0 5.
Esto parece ser corrector el perfodo del desarroilo de :‘55 aparece cuando para

ciertos i yj 1os restos después de la division i~¢sima y j~ésima son iguales, lo cual
significa que .

10/m y 10fm dan el mismo resto,

. {vnomenolégica que encaja en la presente estructura. cuando se dividen por n. En otras palabras,
[ S N .
ool -

~4 s ' _ V 53
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{10/-100m es divisible por .
Si n no tiene factores primos 2 y 5, esto Implica que
(1071-1)m es divisible por 1,

luego » :
: “10Fm y m dan el mismo resto,

cuando se dividen por n. De este modo el periodo empleza inmediatame,
después del punto decimal.

A la inversa: tdmese un desarrollo periddico puro con un petfods ¢
digamos, longitud 1. Sea ¢ el pecfodo considerado como un nimero natyy
Entonces .

b 1

w + )
<ai_nc(10’ + T + )

La expresién ¢, entre paréntesis, se puede calcular de la siguiente forma
10! e=14+2 ‘ ' i

de donde

1
: T !
luego
m <
— i |
a 10" ~t
Ahora 10'-1 clertamente no tiene factores primos 2 0 5, ni tampaco 1. Lue
st el desarrotlo ~simplificado-— de ff es periddico puro, el denominador 11
L=

tiene factores primos 20 5.

5.27. Otras bases

JNURRTRINS - TV - - SR

Con respecto a llegar a conocer y trabajar en sisternas posicionales distintg
del decimal, los argumentos de la seccién 4.43 pueden ser repetidos, aunques!
puede mencionar una clerta diferencia. En general, no se espera que un cambioq
bases cree mayor intuicién, incluso con vistas a desarrollos que terminan y qu
no terminan. 5i se ha entendido qué denominadores, en el sistema decim
conducen a desarrollos infinitos, por qué son finalmente periddicos, y qué ¢2
son peri6dicos puros, la transicifn a una nueva base g puede abrir nueva
perspectivas. Los divisores de 10 son reemplazados por los de g y esto tien
diferentes consecuencias seglin g sea un ndmero primo, una potencia de v
nimero primo u otro tipo de compuesto. Depende de la situacién instrucciond
total y en pasticular del grupo especial de alumnos a los que concierne, si 11
intuiciones adquiridas en dicho curso merecen el trabajo de introducir o0
sistemas posicionales. :
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I Ensefanza de la geometria realista™

Koeno Gravemeijer

Introduccién

Este documento trata de un tipo de ensenanza de fa geometria muy diferente a la tan
conocida geometria deductiva que se ensefia en casi todas partes en los niveles educa-
tivos secundarios. Proponemos una “geometria realista”, s bien no con la intencién de
que desplace a la otra, si para que se utilice como una valiosa fuente de preparacion
para la geometria mas formal. Esta introduccion a la geometria realista también puede

servir para aclarar algunos aspectos de la teoria de la ensefianza realista.

Ejemplos de la geometria realista
Podemos ilustrar la idea de la geometria realista con unos ejemplos.

I. Quieres tomar una foto de muchas personas y te das cuenta de que no todas

caben en la fotografia, jqué haces’... Das un paso para atras.

;Por qué el fotdgrafo, al colocarse a mayor distancia, logra que entren més personas
en la fotografial Parece tan obvio que casi nadie hace esa pregunta. Sin embargo, la
respuesta requiere de una interpretacion geométrica de la situacion. En los siguientes
ejemplos, se demuestra el cardcter aparentemente misteriosc de los problemas

geométricos que observamos en la experiencia cotidiana.
2. Vigjas en un tren que se mueve a o largo de un paisgje iluminado por ' Luna

Independientemente de la velocidad del tren, parece que la Luna te va ~igunatn G

causa este efecto?

- B
2

-

* “Realistic geometry instruction”, en Research in Muatleinatics I
[Traduccidn realizada con fines académicos, no de lucro, paraton sl
normales.]
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3. iCémo es que un espejo invierte la derecha y la izquierda de la imagen, pero no
arriba y abajo?

4. Si vas manejando por una calle larga en la ciudad, los edificies mds altos del fondo
parecen estar por debajo de los edificios mds pequefios al frente. ;Qué sucede?

O, para plantear la Gltima pregunta de otra manera, si un perscnaje se va acercando
ala silueta de un pueblo en las tierras planas de Holanda, la iglesia parece ir disminuyen-
do de altura hasta que finalmente queda cubierta por los demés edificios.

Un esquema lateral de la vision nos explica qué pasa. Digamos que hay una iglesia y
un hote! frente a ella. Un observador que ve hacia el pueblo desde el punto a, ;qué
parte de la iglesia ve! '

a

Tracemos una linea (recta) de visidn para ver como cambiz =« ~here
za a moverse,y cémo la parte visible de la iglesia gradualmente disiminuyc. . wi v s,
para él, la iglesia parece estar hundiéndose detrés del otro edificio. Sin embargo, ise
hunde o encoge! De hecho, crece conforme uno se acerca, pero el edificio que esta
mds cercano parece crecer a un ritmo mds ripido que lo que estd detrds de él. Profun-
dicemos un poco sabre este punto.

Cualquier objeto se ve mds grande mientras mas cerca esté de nagetres Feen ot
ta tan obvio que ni siquiera lo pensamos. Sin embargo, i1y o

efecto. El tamafio que percibimos en un objeto depende de lo que llamaremos el 4naiin

2
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de vision (@). Su tamaiio esti determinado por el tamafio del objeto y por la distancia
entre el objeto y &l observador. Mientras mayor es la distancia, menor el dngulo; por lo
tanto, la distancia determira la escala a la cudl vemos los objetos.

Lo que se ve mds grande estd mds cerca.

Regresemos al ejemplo del hotel y Ia iglesia.
Podemos razonar de Ia siguiente forma. A lo lejos (a) ambos edificios se ven aproxi-
madamente en la misma escala.Pero al irnos acercando (b}, la diferencia entre las esca-

las se vuelve mayor.

— 1 A

a. Anguloe de vision desde lejos. b A

Este cambio reiativo de escala también se puede observar al acercarse a una venta-

na, pues mientras mas te acercas, mas amplia es la vista

ol
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Podriamos decir:“Bonitos ejemplos, pero json geometrial Es mis, {son matemati-
cas!”. Contestaremos primero la segunda pregunta y después regresaremos a la prime-
ra. El significado de las matemiticas depende de lo que uno quiera que éstas sean: un
sistema establecido o una actividad.

Las matematicas y su ensefianza

En la ensefianza de las matemdticas realistas, estamos de acuerdo con Freudenthal
(1971) que ve a fas matematicas como una actividad, similar a fa actividad de un mate-
matico, es decir, una actividad de resolucién de problemas, bisqueda de problemas y
organizacion o matematizacion de un tema.

Esto puede ser materia de la realidad que tiene que organizarse de acuerdo con
los patrones matemadticos si se desean resolver los problemas de la realidad.
También puede ser materia matemitica, con resultados nuevos o viejos, con fos
propios o los de los demds, que tienen que estar organizados de acuerdo con
nuevas ideas, para ser mejor entendidos, en un contexto mas amplio o a través
de un enfoque axiomatico.

Hoy en dia, gran parte de la actividad matemdtica consiste en organizar. Nos
gusta ofrecer los resultados de nuestra actividad matematica de forma bien
organizada donde no haya rastros de la actividad mediante la cual fueron crea-
dos. (Freudenthal 1971;413-414.)

Freudenthal se opone a la ensefianza de las matemdticas a través de la implementacion
de los resultados de las actividades matematicas. Mientras que en la historia las mate-
maticas empezaron como una herramienta para resolver problemas de la vida real y
después evolucionaron a ideas més generales y formales, fa ensefianza empieza con el
sistema formal para después presentar las aplicaciones. El flama a esto una inversién
antididactica. Le quita la oportunidad al estudiante de experimentar las matematicas
como una actividad matemdtica.

Para afrontar esta tradicion educativa, se tendria que empezar con problemas de la
vida real y estimular la matematizacién como el principio de aprendizaje principal. La
matematizacion puede permitir a los estudiantes reinventar las matematicas mas que
absorber unas preconstruidas. Con la referencia a la historia de las matemiticas,
Freudenthal apoya este principio de reinvencidon como la fuente de inspiracion para los
disefiadores de curriculum de ensenanza.

Después de la matematizacion, Freudenthal observa que “buscar un problema” es
una actitud matematica. La geometria realista es un campo maravilloso para desarrollar
y practicar esta actitud reflexiva. Reflexionar en la préctica ha sido un punto clave en el
desarrollo de la geometria, ya que esta ciencia empezo a través de la resolucidn de

problemas practicos. Era parte de la sabiduria sobre algiin oficio mucho antes de que se

4
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empezara a estudiar formalmente y su estudio posterior surgié mas por curiosidad que
por afin de tener un mayor éxito en el oficio, aunque mas adelante los resultados de
esta actividad también se pudieron aplicar. Se dice que lcs egipcios utilizaron el tridngu-
lo de lados 3,4 y 5 para construir dngulos rectos.! Segin la tradicién griega, se le da a
Pitigoras el crédito de haber elevado la geometria al nivel de un arte liberal, es decir,
que podia ser ejercido por fos ciudadanos libres, mis que por los artesanos. El trabajo
de sus discipulos condujo, entre otras cosas, a la trigonometria, muy Gtil para el levan-
tamiento de planos, Ja navegacién y [a astronomia.

El anterior es sélo un ejemplo de los procesos donde las soluciones a problemas
tedricos antiguos se vuelven herramientas practicas mas adelante. El conocimiento
empirico inicial se convirtié en materia de reflexion para generar niveles mis eleva-
dos de conocimiento. Si aplicamos el punto de vista de las matemiticas como una
actividad, podemos llegar a fa conclusién de que reflexionar sobre problemas de
- geometria practica si es matematicas, lo cual todavia nos deja por responder la pri-
mera pregunta: “;Es geometrial”. Para contestarla veamos el gﬁéiisis de Van Hiele

sobre la ensefianza de la geometria.

La teoria del nivel de Van Hiele

Segiin Van Hiele (1973,1985), la ensefianza de la geometria se ha apartade mucho de fa
tradicién. A pesar de que ¢! estudié los problemas instructivos en una época en la cual
la geometria deductiva todavia formaba parte del programa central de la educacion
secundaria holandesa, su andlisis sobre los problemas didacticos que surgen con este
tipo de ensefanza todavia resulta Gtil para demostrar la importancia de una introduc-
cidn menos formal.

Van Hiele sostiene que hay una brecha comunicativa entre el maestro y el estudian-
te, la cual ilustra a través de sus respectivas interpretaciones sobre el concepto geomé-
trico de un “rombo"”. Ei decir “Esta figura es un rombo”, puede significar cosas muy

diferentes para el maestro y para los alumnos.

Cuadrado. Cuadrado visto como un rombo.

! Es un cuento de hadas, pues la referencia més antigua de este hecho ¢ aporos de
hace un sigio; aunque los egipcios conocfan y aplicaban mucha . e

no hay pruebas de que conocieran este caso especial del teoren i
(Freudenthal, 1986}.
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El estudiante puede reconocer la forma y asociarla con el nombre “rombo”. Para
los estudiantes que lo hacen asi, raf vez sea dificil ver a un cuadrado como un rombo,
a menos que el cuadrado se coloque en otra posicion. Para un matemitico, al igual
que para un maestro de matematicas, la etiqueta “rombo” tiene completamente otro
significado. Se refiere 2 una coleccién mis o menos grande de propiedades y relacio-
nes como:

!

Es un poligono.

!

Todos los lados tienen la misma longitud.
— Es un paralelogramo.

Los lados opuestos son paralelos.

Las diagonales son perpendiculares, etcétera.

Con estas propiedades el maestro puede incluir al cuadrado entre los rombos. Sin
embargo, incluso un dibujo a mano cuyos lados aparentan ser aproximadamente iguales
y paralelos se aceptard como un rombo. El maestro y el estudiante difieren sobre su
marco de referencia y estas diferencias conceptuales blogquean su comunicacién ya que
las mismas palabras no tienen el mismo significado para ambos. Por lo tanto, tenemaos
diferentes marcos de referencia con efectos sobre diferentes niveles conceptuales y la
Unica forma de lidiar con el problema es construir el marco de referencia necesario en
el nivel conceptual mis bajo.

De hecho,Van Hiele distingue tres niveles conceptuales en el proceso de aprendiza-
je de la geometria. Al nivel conceptuat del maestro, las palabras como “rombo™”, “lado”,
“angulo”, “cuadrado”, etcétera. establecen eniaces en un marco donde cada uno de

ellos esti constituido por varias propiedades. Esto es lo que Van Hiele llama el segundo
nivel. Sin embargo, no existe un marco similar en los niveles primero o cero, cuando las
etiquetas siguen conectadas a las experiencias concretas y a los objetos perceptuales.

No obstante, en el tercer nivel las relaciones se convierten en el objeto de razona-
miento: se establecen las propiedades de las relaciones y las conexiones entre dichas
propiedades, lo cual hace posible la construccién de un sistema ldgico.

De acuerdo con esta descripcidn, se puede afirmar que la antigua geometria deductiva
holandesa en la educacidn secundaria empezaba en el tercer nivel, en vez de en el
primero, con actividades y problemas concretos. Es mis, el significado de concreto

~_ depende del conocimiento que el estudiante haya adquirido a través de su propia

“experiencia. En otras palabras, no se deben manejar conceptos absolutos, ya que cada
sujeto tiene sus propios tres niveles. A pesar de que los conceptos como punto, linea
y dngulo pueden ser concretos para los estudiantes de secundaria, el conocimiento de
éstos puede convertirse en un conocimiento de segundo o tercer nivel tan pronto
como se pase de la geometria tradicional a la orientacidn en el espacio.

Bowaric
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eoria de ensefianza realista

: ‘ No obstante, los niveles de Van Hiele pueden ayudar a establecer la macroestructura
de un curso. Para esto, utilizaremos Iz descripcion de Treffers (1987) que distinguié
entre el nivel fenomenolégica intuitivo, el nivel descriptivo localmente y el nivel de sistemati-
ca de tema. Se requiere,ademids de esta macroestructura, una estructura microdidictica,
Los origenes se encuentran en la fenomenologia didactica de Freudenthal (1983) y el
principio de reinvencién,? y se define por la relacion entre la reflexion y la transicion a
microniveles mas altos, donde, como se mencioné anteriormente, las soluciones a los
problemas de un periodo anterior se convierten en las herramientas del siguiente periodo.
La fuerza que mueve a esto es una actitud reflexiva que puede desarrollarse a través
de la ensefianza de la geometria realista. Podemos explotar la fuerza intrigante de la
gecmetria para estimular este aspecto de la actitud matemitica. La geometria realista
nos brinda fa gran oportunidad de desarrollaria gracias a la vasta cantidad de conoci-
miento geométrico informal que tienen las nifios pequeiios. Se puede ver una muestra
de este tipo de ensefanza a través de unas cuantas actividades propuestas en una
serie de libros de texto realistas para la escuela primaria (Gravemeijer, 1983).

Para empezar, se realiza una actividad con tapas de cajas de cerillos que se utilizaran
como camaras, El estudiante debe tomar una foto de [a maestra que la muestre de
cuerpo entero. A través de la experimentacién, notara la diferencia que hay si la cdmara

se sostiene de esta manera

% o de esta otra

y, en especial, la diferencia que habra si se para cerca o lejos de elia.
En la siguiente leccidn se presenta una vista aérea de un sitio junto con unos dibujos
del mismo lugar. Los estudiantes deberan determinar, para cada dibujo, donde estaba

colocado el fotdgrafo.

* Yéase Gravemeijer (1990).
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Los nifios que resclveran este problema pueden hacer una simulacién que les sirva
. para comprobar sus ideas o para tratar de averiguar cudl es fa respuesta. Al reconstruir
el punto de vista del fotégrafo, los estudiantes pueden, de manera implicita, hacer sus

lineas de visidn.

Mas adelante se pueden introducir este tipo de fineas de manera mas explicita con

problemas como el siguiente:

&

L R

Tt José Marco

;Puede ver el tio José a Marco?
Horacio (un estudiante de siete afios), al enfrentar esta pregunta. razend: “No, ne

puede, porque no puede ver asi”,y dibujo una linea curva.
“Tampoco puede ver a través de la pared”, afadio y dibujo una linea que represen-

taba el rayo de luz reflefado por la pared.

i~
e

LN e
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Se puede hacer también el siguiente ejercicio:

Dibuja la sombra del segundo palo.

Las sombras se pueden comparar dibujando lineas paralelas, pero uno también pue-
de razonar que, en la luz del sol, un palo dos veces més chico da una sombra dos veces
mas pequeia. La combinacién de estas dos maneras de pensar es la base intuitiva para
entender las razones invariables en tridngulos similares.

Con otras fuentes de luz, las cosas pueden resultar diferentes, como se ve en una
tira comica con el Oso Bommel y el Gato Tom -

El enano Barribal utiliza las sombras para verse maés grande de lo que es. Explica como

hace esto.

A pesar de que Bommel es mds grande que Tom, sus sombras no se compertan de la

misma manera.
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Se puede utilizar una vista lateral para explicar el tamafio de las sombras.

W

(%

T B

Con el tiempo, el modelo de la sombra evolucionard en un modelo triangular
mds sofisticado, donde ro sean necesarias las referencias a las sombras para poder
pensar sobre {a relacién fija entre la forma de un tridngulo rectingulo y la razén de
sus fados. : -

Esto puede utilizarse en todo tipo de problemas. Por ejemplo:

Una parte de la costa de Qaxace va exactamente de norte a sur.
El puerto de San José estd al norte y un poco mds al sur se encuentra el puerto de Las
Jacarandas. '
Un dia, el guardacostas de San José ve una sefial de emergencia en direccion al oeste-
suroeste.

_ Desde Las Jacarandas, se observa la misma sefial frente a fa costa oo oot ot
Haz un dibujo de la situacion (un mapa).
La distancia entre San José y Las Jacarandas es de 3 km. ;Qué tan lejos de la costa
estd ef barco?

No es necesaria la trigopnometria para resolver este problema. Simplemente hay que

dibujar lo que se sabe y encontrar la distancia a través de ia medicids . L
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El modelo de
Razonamiento de Van
Hiele como marco para el
aprendizaje comprensivo

de la Geon
nplo: Los Giros.

Alolargo de este articulo queremos
ofrecer una visién general que sirvade
toma de contacto con el “Medelo de Ra-
zonamiento Geométrico e Van Hiele”.
Como indica su nombre, esta teoria de
aprendizaje describe las iormas de ra-
zonamientio de los estudiantes de Geo-
metria. Aunque puede pensarse que el
tipo de razonamiento es el mismo en
cualquier parte de las Matematicas, esto
no es del todo cierto, pues las caracte-
risticas propias de las distintas dreas
(Aritmética, Algebra, Geometria, etc.)
marcan notables diferencias; de hecho,
ha habido intentos de aplicar el Mode-
lode Van Hiele fuera de la Geometria,
peroen general han tenido escaso éxi-
to. El objetivo principal de estas pagi-
nas es acercar esta teoria a los profeso-
res de Matematicas y a su practica coti-
diana, con el fin de que les pueda servir
como orientacion en el disefio de las
actuaciones (suyas y de sus alumnos)
en las clases de Geometria a lo largo
del curso. En la primera seccién hare-
mos una descripcion de las principales
caracteristicasde! Modelo de Van Hie-

etria. Un

le y después ofreceremos un ejemplo
de su aplicacioén a una unidad de ense-
fianza concreta.

Es interesante conocer su origen. Sus
autores son los esposos Pierre M. Van
Hiele y Dina Van Hiele-Geldof, que en
los anios 50 eran profesores de (Geome-
tria de ensefianza secundaria en Holan-
da. A partir de su experiencia docente
y de las dificultades de comprensién
que observaban en sus alumnos, ¢la-
boraron un modelo que explica, por
una parte, cémo se produce la evolu-
cién del razonamiento geométrica e
los estudiantes y, por ofra parte  ~drac
puede un profesor ayudar « o o

Angel Guticii . y
Adela Jaime

Departamento de Didactica
de la Matematica
Universidad de Valencia I'spana

e, m——————— i e
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nos para que mejoren la calidad de su
razonamiento. Esta teoria la exponen
per primera vez en sus tesis doctora-
les, leidas en 1957 y dirigidas por el
recientemente {allecido H. Freudent-
hal(Hiele, 1890y Hiele-Geldo!, 1984).

El Modelo de Van Hiele airajo ense-
guida la atencién de los educadores so-
viéticos, gque se hallaban inmersos en
un proyecto de reforma curricular. Tras
unos anos de intensas investigaciones
y exprimentaciones, se incorpora ¢l
Modelo de Van Hiele como base tedri-
ca de la elaboracion del nuevo curri-
culum de ensenanza de la Geometria
enla U.R.S.S., cuyaimplantacion de-
{initiva se Droduce en 1964, Un ejem-
plode los resuitados soviéticos lo tene-
mos en Pyskalo (1988). Por 2! contra-
rio, en los paises occidentales (con
excepcion de Holanda) se sicuid igno-
rqndo el Modelode Van Hiele hasta que
L. Wirszun da una conlerencia en la reu-
nion anual del N.C.T.M. {(Wirszup,
1976) en la que hace una dascripcion
del curriculum soviético y del Modelo
de Van Hiele y aleria a los profesores
estadounidenses ante el hecho de que
ei curriculum de Geometria soviético
es mds eficaz que el suvo. La reaccion
provocada hace que en los anos si-
guientes se realicen diversas investiga-
ciones en EE. UU. en torno el Modelo
de Van Hiele v que éste sea objeto de
interés creciente en todo el mundo, tan-
to desde el punto de vista de la investi-
gacion educativa como del de la préc-
tica docente.

Empezaremos describiendo el Mode-
lo de Van Hiele. Esté formado por dos
partes: La primera es la descripciénde
los distintos tipos de razonamiento geo-
métrico de los estudiantes a lo largo de

~su formacién matematica, que van des-
de el razonamiento visual de los ninos
de preescolar hasta el formal y abstracio
de los estudiantes de las facultades de
Ciencias; estos tipos de razonamiento
se denominan los niveles de razona-
miento. La sequnda parte es una des-
cripcion de camo puede un profesor or-

.aprendizaje y en la aplic

" Nivel 2

ganizar la actividad en sus clases para
que los alumnos sean capzces de ace
der al nivel de razenamiento superior

al que tienen Rctuaimen‘z@‘ se irata de
las fases de aprendizaie. En esta expo-
sicionabordaremes arr:* azcomponen-
tes: En primer lugar nos ocuparemos
de los niveles de razonamiento, gue {or-
man la base tedrica del Modelo, y des-
pués noes centraremacs en Ias rases de
cidn del Mo-
delo al diseno de series de achividades
para temas concretos de clase.

'En la bibliograiia exisiente {(en Gu-
tiérrez, Jaime (1988} olrecemos unare-
copilaciéon comentada) s¢ pueden en-
contrar listas muy compieias de carac-
teristicas de !cujxs;::"oc Ve iescx; Varn
Hiele. Endichaspubiicacione 5
zan dos numeraciones dé.los cince ni-
veles, empezandos en 0 v empezandn
en 1; nosotros preimrimos la segunda,
para mantener ias etigueias de los
velesde acuerdoconsus ordinales. Las
siguientes son las propiedades més im-
portantes ‘gque permiten caracierizar
con claridad cada nivel y dilerenciarlo
de sus adyacentes:

, n
'D
<
s

{reconocimiento): El esiu-

diante de este nivel

* Percibelosobjetosen su to-
talidad y como unidades.

* Describe los objetos por su
aspecto {isico y los diferen-
cia o clasifice en base a se
mejanzasodiferencias fisi-
cas globales enlre i ‘v:

* Noreconoce exjidiciic
te las componentes y >
piedades de los objetos.

{andalisis): El estudiante de es-

te nivel

* Percibe los objel.
formados por paries v o
tados de propiedades, aur
gue no identilica las 1714
cicnes entre ellas.

Nivel 1

* Puede describir los b

de manera informal, o
dianteel reconocimi - ¢
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sus componentes y propie-
dades, peronoes capaz de
hacer clasificaciones
logicas.
Deduce nuevas relaciones
entre componentes o nue-
vas propiedades de mane-
ra informal a partir de la ex-
perimentacion.
{clasificacién): 5l estudiante
de este nivel
" Realiza clasiticaciones 14gi-
cas de los objetos y descu-
bre nuevas propiedadesen
base a propiedades o rela-
ciones ya conocidas y por
medio de razonamienic in-
ormal.
* Describe las figuras de ma-
nera formal, es decir que
comprende el pape! de las
definiciones v los requisi-
tos de una definicion co-
rrecta.
Comprende los pasos indi-
viduales de un razonamien-
tc légico de forma aislada,
pero no comprende el en-
cadenamiento de estos pa-
sos ni la estructura de una
demostracion.
No es capaz de realizar ra-
zonamientos logicos forma-
les, ni siente su necesidad.
Por este motivo, tampoco
comprende la estructura
axiomatica de las Mate-
maticas,
(deduccién): El estudiantede
este nivel
* Es capaz de realizar razo-

Nivel 3

o

*

=

Nivel 4

namientos l6gicos formales.

* Comprende la estructura
ax:ematica de las Mate-
méticas.

* Acepta laposibilidad delle-
gar al mismo resultado des-
de distintas premisas (defi-
niciones equivalentes,
etc.).

En la descripcién inicial del Modelo
(Hiele, 1486) se sefiala la existencia de
un guintonivel, cuyva caracteristica ba-
sica es la capacidad para manejar, ana-
lizar y comparar diferentes (Georetrias.
Desde el primer momente, las investi-
gaciones han mostrado una inconsis-
tencia de este nivel con ios cuatro ante-

riores. Por otra parte, la presencia de

este nivel apenas aporta nada, desde
un punto de vista préctico al Modelo,
ya gue solo se encontraria al alcance
de los matematicos profesionales y de
algunosestudiantes adelantados de las
facultades de Matemadticas. Por este mo-
tivo, en adelante vamos a considerar
solamente los niveles 1 al 4, que si po-
demos encentrar en nuestres alumnos
de los diferentes niveles educativos si
reciben Uma ensefanza adecuada.
Después de esta descripcidn global,
y por lo tanto abstracta, de las caracte-
risticas de los niveles de raronamicnio

- de Van Hiele, vamos a centrarnos en

un ejemplo concreto de particulariza-
cién ce dicha descripeién. Hemos re-
currido a los cuaarilétercs porgue esta
familia de poligonios constifuye una par-
te de las Matematicas y presenta una es
tructura muy rica en relaciones. Vea-
mos las caracteristicas que identifican -
la forma da trabajar con cuadrildteros
de alumnos situadoes en los diferentes
niveles de razonamiento.

Nivel 1: El estudianis de este nivel
* identitfica cuadrados, rom-
bos, rectdngu.os, eto. por
su aspecic i '

cion. Perepmy ., { _j

4

cuadrado pora, desrd e
girarlo S

i 4 "
consideé/m»f? :
cuadrildteras
(disiunta) de las dermas.
También considera .- =
pertenecientes s il 0 s
clases algunce e

i,
usfﬂn L

POl nos

141
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con {ormas muy diferencia-
das, como, por ejemplo,

[ | v |

puede dibujar, recortar,
etc. los dilerentes tipos de
cuadrildteros, asi como re-
conocerlos en dilerentes
contexios.
El estudiante de este nivel
* Identifica, por ejemplo, un
recténgulo como un poligo-
nodotado de un nimerode
propiedades matematicas:
tiene 4 lados paralelos dos
ados, con4 dngulosrectos,
con diagonales iguales,
gue se cortan en el punto
~-medio, etc., pero no se da
cuenta de gue unas propie-
dades estan relacionadas
cortlasotras (se deducen de
llas).
‘noescapazdedar una defi-
niciénde rectangulo, esde-
cir un conjunto minimo de
propxedades gue lo carac-
terice.
no es capaz de relacionar
inclusivamente losdiferen-
tes tipos de cuadrildteros,
sino que los sigue perci-
biendo como clases disjun-
tas. Por ejemplo, dird que
“un cuadrado no puede ser
un rectangulo porque los
cuadrados tienen todos los
lados iguales y en los rec-
tadnagulos dos lados miden
mds que los otros dos”
Nivel 3: E! estudiante de este nivel
‘ * clasifica los cuadrildteros a
partir de sus propiedades:
Yareconoce que cualguier
cuadrado es un rectangulo
pero que no todos los rec-
tédngulos son cuadrados,
etc.
* puede deducir, basado en

Nivel 2

argumentos informales,

unas propiedades a partir

de ciras. Por ejemplo, pa-

ralelismo — igualdad de la-
dos, oerpendicularidad -
paralshismoe de lados opues-

Yos, elc.

studiante de este nivel

" maneia las propiedades de

los cuadrilateros v las rela-

ciona dentro de un contex-

to fermal. Por ejemplo,

iz demostrar {ormal-
cualguiera de los
tecremas que va ha utiliza-
de en el nivel 3, o propie-
dacesnuevas, comoqgue la
suma de los dngulos de un
cuadrilatero es 360°.

" pueae comprender la exis-
tencia de diferentes defini-
cicnes de una ligura, ana-
lizariasy relacionarlas. Por
ejemplo:

— Un rectangulo es un cua-

drilétero que tiene los éngu-

los rectos.

— Un rectdngulo es un cua-

drilaterc cuyas diagonales

sonigualesy se cortan en sus
puntos medios.

— Urn rectdngulo es un cua-

drilatero que ticne los lados

paralelos dos a dos v un dn-
g"lo recto.

Nivel 4: E

La descripcién anterior de los nive-

les de razonamiento ponae de relieve di-
versas propiedades del Modelo dn Varn
Hiele, cuya impertancia praci.co ook
ca en gue muestran laes Hnca, f~ v
gque debe sequir un profesor que despe
fundamentar sus clases en cste me e Ie
de ensenanza. Estas propic .0
las cuales damos una descrip. .
detallada en Jaime, Guiiérrez (1¢
son:
Recursividad: Los elementes implici-
tos en el razonamiento del nivel N se
hacen explicitos en el razonamicnta del
nivel N+ 1.

|42
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Por ejemplo, un nifio de pre-escolar
puede diferenciar circulos, tridngulos
y rectdngulos por la "forma" de las fi
guras (nivel 1); no obstante es evidente
gue el nifio se fija en la existencia y la
forma (o cantidad) de los vértices para
esa clasificacion, aunque no sca cons-

ciente de ello. Mds adelante, cuando
el nifio haya alcanzado el nivel 2, si se-
ra consciente de que los vértices, co-
mo elementos diferenciados, son la cla-
ve de la clasificacion.

Latabla siguiente resume esta carac-
feristica:

Elementos implicitos

Flementos explicitos
Niv. | chietos geométricos
Niv. 2 prop. mat. de los chjetos
Niv. 3 rejac. entre prop. v/o elem.
Niv. 4 duc. formai ce relaciones

propiedades matem. de los
objetos

relaciones entre propiedades
y/o elementos de los obietos

deduccién formal de relaciones

En este contex!o, el trabajo centra!
del profesor es conseguir que susalums-
nos lleguen & ser conscientes del uso
que estdn haciendo de esos elementos
implicitosde su razonamiento y apren-
dan a utilizarlos de manere voluntaria.
Este uso voluntarioy correcto eslo que
les permitird alcanzar el nivel de razo-
namiento superior.

Secuencialidad: No es posible alterar
el orden de adguisicion de los niveles,
esdecir gquenosepuede alcanzarun ni-
vel de razonamientc sin antes haber
superado, de forma ordenada, todos los

" niveles inferiores.

Un peligro del aprendizaje memoris-
tico es que los estudiantes aparentan
un nivel de razonamiento superior al
gue realmente tienen porque han
aprendido vocabulario y formas de tra-
bajo propios del nivel superior, aun-
que realmente no los comprenden ni
los saben utilizar correctamente. Un
ejemplo muy frecuente lo tenemos en
los estudiantes de Ensefianza Secunda-
ria cuando los profesores les ensefian
matemadticas formales y les piden que
repitan las demostraciones o qus re-

suelvan formalmente problemas; esta
practica setraduce enque, conel pasc
del iempo, los estudiantes han apren-
dido mecanicamente ciertas formas de
actuar y de contestar los ejercicios pro-
pias del lenguaje matematico formali-
zado, con las gue dan la impresidén de
encontrarse en el 4° nivel, cuando en
realidad estdn muy lejos de ese tipo de
razonamiento.

Fspecificidad del lenguaje: Cada nivel
lleva asociado un tipo de lenguaje pa-
ra comunicarse y un significado espe-
cifice del vocabulario matematico, de
forma que dos personas que ulilicen
lenguaies de diferentes riveles ne po-
dran entenderse. Poa <zj(.»3‘m\}<:, Ia pala
bra “demostrar” -
ferentes en los niveles Z Sy 4, pucs
para demostrar una roeopied 1T
tudiante del nivel f?) e

cumple enuno o varios e L s
bastarad para convencerle; un catudon
te del nivel 3 sabe que debe dar o i
caciones generales, pero ¢stas se ba-
saranen algun ejemplo o en rrmnspuh~~
ciones fisicas de los cu:

(,]:t‘:i"ll DT i

Yo
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estudiante del nivel 4 haré una demos-
tracion tormal.

Son evidentes las implicaciones de
esta propiedad en la forma de compor-
tarse los prolesores en las aulas. Con
esto, Van Hiele nos avisa de que sique-
remos que nuestros alumnos nos entien-
dan realmente, debemos situarnos en
su nivel, en vez de pretender gue ellos
se sitien en el nuestro.
Continuidad: Nuestra experiencia per-
sonal nos dice que el {ransiio entre los
nivelesde Van Hiele se produce de for-
ma continua y pausada, pudiendo du-
rar varios anos en el caso de los niveles
3 v 4. Dado gue las caracteristicas de
cada nivel de razonamiento son multi-
ples, es necesaric preguntarse cémo
hay que tratar a los estudiantes que pre-
sentan indicics de haber adquiride al-

gunas caracteristicas de unnivel y tam-*

bién de no haber adquirido otras.
Localidad: Porlogeneral, unestudian-
te no se encuentra en el mismo nivel
de razonamiento en cualquier érea de
la Geometria, puesel aprendizaje pre-
vio v los cenocimientos que tenga son
un elemento bé&sico en su habilidad de
razonamien!o.

Los que hemos estudiado Matemati-
cas superiores sabemos que, al enfren-
tarnos con una nueva area de estudio,
lo usual es empezar tomando contacto
con los elementos mas importantes, des-
pués con sus propiedades bésicas, a
continuacion relacionar unos elemen-
tos o propiedades con otros, etc. En
otras palabras, lo usual esrecorrer (po-
siblemente de forma muy rapida) los ni-
veles de Van Hiele desde el 1 en ade-
lante. Por lo tanto, cremos que los ni-
veles de razonemiento son de carécter
local y que la “localidad” es mas acu-
sada cuanto mas bajo es el nivel, pues
a menor nivel de razonamiento mencr
es la capacidad de lo alumnos para glo-
balizar sus conocimientos y abarcar un
drea amplia de la Geometria.

El Modelo de Van Hiele propone a

los profesores una secuenciaciclica de

cinco fases de aprendizaje para ayu-
daralos estudiantes a progresar desde
un nivel de pensamiento al siguiente.
Basicamente, estas cinco fases consti-
tuyen un esquema para organizar la en-
senanza. Su caracter ciclice viene da-
do por el hecho de que cuando los es-
tudiantes, tras recorrer las cinco fases,
consiguen zlcanzar un nivel de razo-
namiento superior al que tenian, deben
iniciar un nuevo recorrido por las cin-
co fases para consequir liegar al nivel
superior al actual. Naturalmente, aun-
gue las {ases son las mismas para todos
los niveles, los contenidos matematicos,
el lenguaje empleado y la forma de re-
solverlos problemas son diferentes pa-
ra cada nivel; lc que permanece es la
metodologia de trabajo, pero cambia
su contenido concreto. Las fases del
Modelo de Van Hiele son las siguientes:
Informacién: Al empezar a estudiar un
tema nuevo, el protescr debe informar
a los estudiantes sobre cudl es el cam-
pode investigaciénenel que van a tra-
bajar y cudles van a ser los problemas
que van a tratar de resolver. Esta fase
sirve también paraqueel profesor ave-
rigiie los conocimientos previos de sus
alumnos sobre ese tema y, en caso de
que iengan algunos conocimientos or-
ganizados, cual es su calidad y en que
nivel de razonamiento son capaces de
desenvolverse los estudiantes.

Entodo caso, no hay que despreciar

los conocimientos que puedan haber
adquirido los estudiantes de forma
extra-académica, pues si son adecua-
dos deben servir como punio de parti-
da v si son erréneos, el profos.r 3¢
empezar pof modificar esos crvores.

Orientacion dirigida: Enla segunda fa-
se los estudiantes exploran el campo de
investigacién por medio del ot

que les ha suministradoel profc <, v

material suele estar formadoe por blo-
quesde actividadesdirigidos al dercu-
brimiento y aprendizaje de los conicep-
tos y propiedades fundamentales del
area de estudio en cuestién. Estas aoir-
vidades deben estar claramente orieri-

b
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tadas hacia sus objetivos, por ejemplo
mediante ciertas cuestiones o directri-
cesdadas por el profesor {como doblar,
medir, buscar una simetria, etc), de tal
forma que las estructuras caracteristi-
casse le presenten a los estudiantes de
forma progresiva.

Explicitacién: La tercera fase, que es
fundamentalmente de didlogo entre los
estudiantes, con intervenciones del
profesor cuando sea necesario, tiene
varios cbjetivos. Uno es consequir que
las experiencias adquiridas se unan a
los simbolos lingtisticos precisos y que
los estudiantes aprendan a expresarse
con precision {dentro de las caracte-
risticas de su nivel de razcnamiento) en
el transcurso de discusiones que tienen
lugar en el aula. _

Oiro objetivo es hacer gue los estu-
diantes reflexionen "en voz alta” sobre
eltrabajo que han esiado haciendo, sus
soluciones, dificultades, métodos, etc.
Este debate entre los compaftieros enri-
guecerd notablemente el conocimien-
to de cada estudiante, pues les obliga
aorganizarsus ideas y expresarlas con
rigor, ponederelieve los métodos y re-
sultados incorrectos vy alianza los co-
rrectos. Asi, en el transcurso de la ter-
cera lase se forma parcialmente la nue-
vared de relaciones entre los conceptos
propios del drea de estudio.
Orientacién libre: Ahora los estudian-
tes tendrén que aplicar sus nuevos co-
nocimientos a investigaciones posterio-
res sobre el tema de estudio. Este esen
gran parte conocido, pero el alumno
todavia debe alianzar y completar sus
conocimientos del mismo. Esto se con-
sigue mediante la asignacién porel pro-
fesor de tareas que, preferiblemente,
puedan desarrollarse de diversas for-
mas o que puedan llevar a diferentes
soluciones. Se trata de actividades y
problemas menos dirigidos que los que
se plantean en la sequnda fase, pues
en aquel momento los problemas esta-
ban dirigidos a ensefiar unos conoci-
mientos concretos, mientras que en la

fase de orientacion libre la finalidad de
las actividades de los estudiantes es
conseguir que profundicen en dichos
conocimientos, que se aliancen en su
uso, que relacionen unos con otros y
que descubrany aprendan algunas pro-
piedades que por su compleiidad no
pueden ser estudiadas antes.
Integracién: A lo largo de las fases an-
teriores, los estudiantes han adquirido
nuevos conocimientos v habilidades de
razonamiento, pero todavia les falta ad-
guirir una vision general de los con-
ceptos y métodos que tienen a su dis-
posicion. En esta {ase el profesor debe
tratar de resumir en un tedo el campo
que han explorado losestudiantes y lo-
grar gue integren lo que acaban de
aprender en la red de conocimientos
relacionados con este campo que pu-
dieran tener.con antelacién. El prole-
sor puede fomentar este trabajo propor-
cionando comprensiones globales,
pero es importante que estas compren-
siones no le aporten ninguna novedad
al estudiante: Solamente deben ser una
acumulacion de las cosas gque ya
conoce.

Es facil darse cuenta de que las lases
de aprendizaje tienen, por los objeti-
vos de cada una, una secuenciacion lé-
gica gue no se puede alterar. La unica
excepcidn es la tercera lase, de expli-
citacion; esta lase no debe consistir en
un periodode tiempo enire las lases se-
gunda y cuarta dedicade a que los es-
tudiantes dialoguen, sino que hay que
entenderla como una dindmica conti-

nua, a lo largo de todas las ¢lascs, de
didlogo y de reflexion coriv en o
de cualquier tipo de activiciad oo

la fase gue sea. Deesta ma o 6.0
de explicitacién estaria sobrevolande
las otras cuatro fases y « 1.0 e ’
con cada una de el

Asimismo, si el protesar v fos i,
nos han estado trabajando ;0 s ante
ma conanterioridad, puedecuo b b
1 de un determinado nivel no requiera
actividades especificas, pues ¢l n o
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sor ya sabe qué conocimientos y nivel
de razonamiento tienen sus alumnos y
es suficiente hacer algunos comenta-
rios o pregurnitas para re-tomar el tema
y comenzar con las actividades de la
fase 2.

Para completar esta presentacion del
Modelo de Razonamiento Geométrico
de Van Hiele, vamos a dar un ejemplo
de su aplicacién al diseio de una uni-
dad de ensenanza de los giros del pla-
no {esta unidad es parte de un proyec-
to més amplio cuyo ubjetivo es el dise-
fio de unidades para la ensefanza de
las isometrias del plano).

Antesde iniciar el disefio de una uni-
dad de ensefanza para un tema con-
creto de Geometria, hay que particu-
larizar el significado general de los ni-
veles de Van Hiele, que hemos visto al
principio del articulo, deliniendo ca-
racteristicas de cada nivel de razona-
miento en términos del tema en cues-
tién. En nuestiro caso, las caracteristi-
cas de los niveles de razonamiento
particularizadas a los giros del planc
son:

Nivel 1 {(reconocimiento): El estu-
diante de este nivel

* Reconoce, utiliza y descri-

be los giros por sus carac-

teristicas visuales globales.

* Utiliza ladisposiciénenfor-

ma de circulo, la equidis-
tancia al centro y la varia-
cidn en la inclinacién, pe-
ro lo hace de una forma
global, es decir, segun el
aspecto general de la {iqu-
ra que ve.
Nivel 2 (anélisis): El estudiante de es-
te nivel
* Reconoce v utiliza los giros
a partir de sus dos caracte-
risticas basicas: Centro y
angulo de giro. La vision
global del primer nivel ha
dado paso a una conside-
racion de los elementos.

Por ejemplo: Para colocar
laimagen de una figure, el
estudianie tiene en cuenta
la equidistancia al centro
de variosde sus puntos (ge-
neralmente trazando cir-
cunlerencias) y reconoce la
necesidad de utilizar més
de un punio.

Descubre experimental-
mente v utiliza propiedades
de los giros, como la igual-
dad de!l anqulo recorrido
por distintos puntos de una
figura, las particularidades
de los giros de 180°, ia
equivalencia de giros, el
resultado del producto de
V giros con el mismo ceniro.
Nivel 3 (clasificacidn;: El estudiante

de este nivel .

“ Establece relaciones entre
propiedades descubiertas
anteriormente, lo cual lo
permite realizar demostra-
ciones informales y descu-
brir propiedades nuevas.
Por ejemplo:

— Obtiene y justifica el pro-
cedimiento de célculo del
centro de giro mediante el
corte de dos mediatrices.
— Descubre la relaciénen-
tre el angulodegiroylan-
clinacién de la figura iina-
gen respecto de la original
(fig. 1) v la utiliza para jus-
titicar el resultado del pro-
ducto de giros de distinto
centro.

— Relacionatrasiacicneso
simetrias con girus.}

V£ desarrcllo de este punte depende del ruvel de razonamiento que
losestudiantes hayan alcanzado previesmente en el estucho de las trasisciones

o las simelrias.
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* Comprende la delinicién de condiciones necesarias
tormal de giro y reconoce y suficientes para definirun
y utiliza conjuntos minimos giro.

Figurea 1

CHiros con @l mismo angulo -y distintos centros
aplicados a F. Se observa gue todas las imagenes son
traslacdadas entre si.

Nivel 4 (deduccién): El estudiante de las isometrias del plano.?
este nivel Utiliza la estructura alge-
* Comprende y utiliza los mé- " braica de dicho conjunto.

todos formales de razona-
miento: Es capaz de emplear
yenunciar las propiedades en
términos de hipdtesis v tesis
y encadenar logicamente los
pasos seguidos en el razona-

Undesarrollo completo de este nveai
de razonamiente en los gir. - :
la integracion de las otras iscmetrias (al
menos de las simples: Traclwricore v
simetrias. No es necesar.

mienio. llado la si , .
* Puede reslizar demostracio-  Froiado la simetria en des. '
nes formales de las propieda-  PU€s alefectuar productos, « stoc i« -

des conocidas o de otras mientos se encuentran estrecham nle

nuevas.

* Consigue una integracion
de la estructura global de

? Despugs de haber llegedo a este mvel en el estudio de las traslaciones
y las mmetrias.
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vinculados. Por ello, a partir del nivel
3 de razonamiente en giros considera-
mos necesario que los alumnes hayan
desarrollado una instruccién semejan-
te en traslaciones y simetrias. Esto se
refleja en la secuencia de actividades
gue proponemos, pues a partir del ni-
vel 3 aparecen situaciones en las que
traslaciones y simetrias e relacionan
con los giros.

Una vez caracterizados los nivelesen
términos de qgiros, podemos empezar
el diseno de la unidad de ensenanza.
Por limitaciones de espacio, no hare-
mos una exposicién completa de las ac-
tividades a realizar en cada nivel, sino
que indicaremos tipos de actividades
integrados en esta unidad de ensenan-
za, a lo largo de las diferentes fases y
niveles de razonamiento. Por otra par-
te, de acuerdo con la interpretacidn que
dimos méasarribadelafase 3, comouna
actitud continua de didlogo durante las
demads fases, no hemos disenado acti-
vidades especificas para esta fase en
ninguno de los niveles.

Desde el punto de vista metodolégi-
co, es necesario resaltar que hay que
contemplar las actividades dentro del
contexto de la secuencia concreta en
la que se encuentran, pues une activi-
dad aislada puede utilizarse en distin-
tas fases, e incluso distintos niveles. Su
situacion concreta dentro del conjunto
es lo que marca sus ebjetivos. Por ejem-
plo, ante una actividad dirigida a que

Agosto 1991 8 © QLI B

v

los estudiantes descubran una propie-
dad, si en una secuencia se sitia como
actividad de la fase 2, su objetivo seré
el descubrimiento directo de la propie-
dad, mientras que si la pretension es
que la actividad corresponda a la {ase
4, debera surgir como aplicacién de
otras ya conocidas por los estudiantes.

La unidad de ensenanza que presen-
tamos estd dirigida a estudiantes de En-
senanza Primaria vy comienzo de la En-
sefanza Secundaria (grados 3a 11, con
edaces entre 9y 16 anos aproximada-
mente) y a estudiantes de la Escuela de
Magisterio (futuros profescres de kn-
sefianza Primaria).

El material que utilizames para las
actividades esta formado por los ele-
mentos usuales de dibujo (regla, com-
pas y transportader), por discos de
pléstico transparente v pof*'p)eguefias

figuras de papel de varias lormas (cua-

drados, rectangulos, tridngulos y rom-
bos), con un dibujo en su interior (fig.
2): los alumnes disponen de cantidad
suficiente de estas figuras, bien para
realizar {isicamente los movimientos,
bien para pegarlas en la posicion de
la imagen por el giro. Con ello preten-
demos evitar posibles errores ocasio-
nados por un mal dibujo. También se
agiliza de esa manera el trabajo, pues
siempre es mds répido pegar una figu-
ra que dibujarla. De todas maneras, los
estudiantes a veces prelieren prescin-
dirde lastiguras de papel y dibujarlas.

»

> @

Figura 2
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2)  Aplicar giros de 180°, observan-
do sus caracteristicas especiales
en la posicién de la figura ima-
gen. Calcular imdgenes median-
te giros de 180° utilizando sélo la
regla (sin compas).

Fase 4

2g) Delerminar giros equivalentes.
Obtener la condicidn que han de
cumplir dos giros para ser equi-
valentes.

2h) Componer giros del mismo cen-
tro. Generalizar el resultado. Des-
cubrir la conmutatividad.

Construir rosetonies generados por

un gire ({figura 4). Tras la realizacién

de algunos rosetones, los alumnos de-

ben prever la cantidad méxima de fi-

guras gue se pueden colocar en un ro-

setén, conocida la figura que hay que

girar.

2i) Dados dos puntos P y P’ y varios
puntos mds, encontrar los que sir-
ven como centros de giro que
transforman P en P'. Generalizar
el resultado describiendo el lugar
donde pueden estar otros centros
de giros no dados.

R ‘ oy

Fase 5§

Resumen por parte del profesor cen-
trado en: ¢Qué es un gire? ;Como se
aplicaungiroaunafigura? Siobtienes
con el compés la imagen de un punto
de una figura, ¢cémo colocas la ima-
gende la tigura completa? ¢ Es suficien-
te con la imagen de un punto para co-
locar bien la imagen de la figura com-
pleta? ¢Cudl es el resultado del
producto de gires con el mismo centro?

Comentarios: Las actividades de la fa-
se 2 comienzan con la consideracion
puntual, analitica, de la equidistancia,
gue se utilizaba visual y ¢lobalmente
enelnivel 1: Ahora la equidistancia se
comprueba midiendo en varios puntos
de una figura. El alumno llegara a ser
consciente:de que no basta con asegu-
rar solo la equidistancia entre un pun-
to y su imagen, pues se puede colocar
la figura imagen con distintes inclina-
ciones (actividad 2a). La actividad 2b
aplica esa idea. '

En varias actividades de la fase 2 se
van presentando los distintos elemen-
tos basicos del concepto de giro: Cen-
tro y angulo de giro, igualdad del 4n-
gulo recorrido por los distintos puntos
de una figura y equidistancia al centro
de cualquier punto y su imagen. Estas
actividades son las gue permiten obte-
ner de manera consciente, es decir no
como un simple algoritmo, la imagen
mediante un giro de una figura por el
método usual de determinar la imagen
de varios puntos con el compés (activi-
dad 2e), sino sabiendo por qué se pue-
de obtener asi la imagen de una figura.
Las actividades de la fase 2 se comple-
tan con la 2f dedicada a estudiar las pro-
piedades peculiares de los giros de
180°.

El conocimiento de los elementos ca-
racteristicos de los giros y la explicita-
cién de sus propiedades mas destaca-
das realizados en la fase 2, les permi-
ten a los alumnos descubrir por sf
mismos, en la {ase 4, otras propiedades
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Fase 2

4c) Realizar las demostraciones de las
dospropiedades sefialadasenlos
apartados anteriores 4a) y 4b).
Demostrar que la composicién de
dos simetrias cuyos ejes se cortan
es un giro. Caracterizar dicho
giro.

4d)

Fase 4
Comprendidas las demostraciones
anteriores, en las que el elemento basi-
co es la asimilacion de la descomposi-
cién de manera adecuada de giros en
producto de simetrias, queda todo un
campo abierto para demostrar {ormal-
menie otro tipo de composiciones. A
modo de ejemplo presentamos algunos
de los multiples ejercicios que se pue-
den plantear.
4e} Demostrar que el productodedos
girosde distinto ceniro esun gire
cuando el valor de la suma de los
angulos de los giros factores no
es multiplo de 360°.

Demostrar cual es el resultado
de la composicién de un giro y
una traslacidn.

4f) Demostrar que toda isometria del
plano se puede expresar como
producto de como méximo tres si-
metrias.

Una forma mas elemental
(apropiada para el nivel 3) de es-
tudiar esta propiedad seria la si-
gulente:

Dadas dos figuras congruentes
del plano,

— si son directas, siempre se

puede pasar de una a otra me-

diante unatraslaciénoungiro.

-—S1 sOn inversas, si no hay una

simetria que convierta una en

la otra, siempre se puede en-
contrar la composicién de una
simetria y un movimientodirec-
to, traslaciéon o gire (si se haes-

e

tudiado la simetria en desliza-
miento, este caso se reduce a
ese movimiento).

Fase 5

En esta fase la visién de los alumnos
de las isometrias del plano ya debe ser
global, en cuanto que se consideran to-
dos los movimientos relacionados es-
trechamente entresi. Lalabor de resu-
men en esta fase consiste en destacar
tales relaciones. Ademas si los alum-
nos han estudiado los movimientos des-
de otro punto de vista, por ejempio, el
matricial, en esia fase conviene esta-
blecer los vinculos correspondientes.
Comentarios: Las actividades propues-
tas en la fase 1 son una iniciacion al
planteamiente formal y a la estructura
de los teoremas. En el nivel 3 propo-
niamos estas actividades para afianzar
la definicién de giro, realizar justifica-
ciones informales dzlosresultados y re-
petir, con alguna variacion, las demos-
traciones realizadas por el profesor.

.Ahora el objetivo es que el alumno

enuncie en términos formales las hipo-
tesis y las tesis de dichas propiedades,
como paso previoc a la organizacion de
sus demostraciones formales.

Las actividades propuestas en la fa-
se 2 tienen como objetivo quiar al estu-
diante en la realizacion de una demos-
tracion formal completa. La correspon-
diente a la actividad 4d}, junto conuna
propiedad semejante que relaciona si-
metrias y traslaciones (el producto de
dos simetrias de ejes paralelos es una
traslacién) son dos pilares bésicos en
los que se apoyan muchas demostra-
ciones formales de composiciones de
movimientos y la estructura algebraica.

Con los conocimientos adquiridosen
la fase 2, en las actividades de la fase
4los alumnos pueden desarrollar razo-
namientos formales para demostrar
otras propiedades.
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Razonamiento proporcional*

Richard Lesh, Thomas Post y Merlyn Behr**

El razonamiento proporciona! es una forma de razonamiento matemarico que inclu-
ye el reconocimiento de la covariacién y de las comparaciones miltiples, asi como la
capacidad de guardar y procesar mentalmente informacién diversa. Esta muy relacio-
nado con la interferencia y la prediccién, y abarca métodos de pensamiento cuali-
tativos y cuantitativos.

En nuestra investigacién se han tomado en consideracion las caracteristicas esencia-
les del razonamiento proporcional de manera que se incluyen razonamientos sobre la
relacion holistica entre dos expresiones racionales, como indices; razones, cocientes y
fracciones. Invariablemente, esto implica la asimilacion y sintesis mental de varios com-
ponentes de dichas expresiones, asi como la capacidad para inferir !a igualdad o des-
igualdad de parejas dentro de una serie de expresiones con base en estas funciones
mentales. El proceso también incluye fa capacidad de poder encontrar componentes
faltantes independientemente de los aspectos numéricos del problema. Dentro del
ambito de la investigacion, esta perspectiva no se ha utilizado de manera universal.

No cualquier persona que resuelva un problema con proporciones estard necesa-
riamente utilizando el razonamiento proporcional. De hecho, se podrian notar las sim-
ples relaciones numéricas (dado que A es tres veces 8, X debe ser tres veces D) o
utilizar un algoritmo repetitivo como la multiplicacién cruzada. Para resolver las pro-
porciones del tipo A/B = %/D, con frecuencia se les ensefia a los alumnos el método de
la multiplicacién cruzada A * D = x * B donde x = A ¥ D/B. Sin embarge, ia investigacién
y la experiencia han demostrado. que los alumnos /) no entienden bien este método
(Post, Behr y Lesh, 1988), 2) no consideran el método de solucién como algo “natural-
mente generado” (Hart, 1984),y 3) con frecuencia utilizan este método para evitar el
razonamiento proporcional en vez de aprenderlo. En este caso se observa que el pro-
cedimiento limita el uso del razonamiento proporcional que no se utiliza como tal en
ningn momento. Es por eso que se prefiere hablar de problemas relacionados con fa
proporcién en lugar de problemas de razonamiento proporcional.

* “Proportional reasoning”, en Number Concepts and Operations in the Middle Grades [Con-
ceptos numéricos y operaciones en grados intermedios], 19, pp. 93-118. [Traduccién realizada
con fines did4cticos, no de lucro, para los alumnos de las escuelas normales.]

** Richard Lesh, wicat Systems; Thomas Post, University of Minnesota; Merlyn Berh,
Notherm Illinois University.
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Consideramos que el concepro del razonamiento proparcional tiene una gran im-
portancia. Por un lado, es el nivel mis elevado de la aritmética que se ensafia en las
escuelas elementales: por el otro, es ef punto de partida para todo lo que se vera des-
pues. Este capitulc analiza el concepto desde ambas perspectivas y se mencionan los
mecanismos de transicion y los cornportamientos de los estudiantes. Posteriormente,
se explora cudles son los requisitos para un modelo computacional que salucione pro-
blemas relacionados con la proporcion y se discuten las condiciones bajo las cuales el
modelo puede producir soluciones razonables. Finalmente, se plantean preguntas so-
tre las implicaciones que este modelo podria tener en investigaciones futuras con
ninos.

La mzyoriz de los intentos por evaluar la capacidad de razonamiento proporcicnal
{Karplus, Pulos y Stage, 1983a, 1983b; Noelting, | 980a, 1980b) se han enfocado en res-
puestas individuales a problemas con un valor faltante. Se juzgaron mas avanzados los
estudiantas capzces de contestar correctamente problemas numéricos “extrafios” con
multiplos no enteros dentro y entre las cifras del cociente y Sus respuestas fueron
consideradas respuestas proporcionales. Esta perspectiva resulta, desde nuestro punto
de vista, un tanto limitada, una condicidn necesaria, pero no suficiente, ya que estos
problemas se prestan a soluciones puramente algoritmicas. En el presente capitulo se
pretende agrandar este punto de vista y proponer que el razonamiento proporcional
abarque un espectro mas amplic y complejo de habilidades cognitivas que incluyan
dimensiones tanto matemiaticas como psicoldgicas.

No obsrante, segin Piaget (Piaget e Inhelder, 1975), la caracteristica esencial del
razonamiento proporcional es que implica una relacion entre dos relaciones (o bien,
una relacion de “segundo orden”), en lugar de una refacién simple entre dos objetos
concretos (o dos cantidades directamente perceptibles). Por ejemplo, los piagetianos
han considerado la tarea de equilibracidn como un prototipo de las tareas de razona-
miento proporcional, a pesar de que el tipo de razonamiento que requieren no se
ajusta a la ecuacion A/B = C/D, sino més bien a la de A x B = C x D. De hecho, los
piagetianos sostienen que en las fases tempranas de las capacidades de razonamiento
proporcional de los nifios es frecuente el “razonamiento aditivo” de laforma A -3 =
C - D. Creemos que es aconsejable limitar el término “razonamiento proporcional” a
los diversos aspeactos de las relaciones multiplicativas entre expresiones racionaies.

En la educacion de la ciencia, Karplus et dl. (1983a, 1983b) describen una tercera
perspectiva que establece que el razonamiento proporcional debe incluir una rela-
cién lineal entre dos varicbles. Por lo tanto, las tareas caracterizadas por el sistema de
relaciones Y = mX serian consideradas como tareas relacionadas con las proporciones
{lo cual, por supuesto, son), a pesar de que los dos lados de la ecuacidon no son simé-
tricos. Es importante diferenciar las situaciones proporcionales de aquellas que estin

caracterizadas por el sistema Y = (a/b)X + n.
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Una de las metas principales de este capitulo seri identificar y aclarar los aspectos
del razonamiento proporcional que conservan su significado matemético y que se ha
demostrado a través de la investigacion que son importantes educativa o psicolégica-
mente. Otra de las metas serd identificar las dreas descuidadas de la investigacion sobre
el razonamiento proporcional. )

Algunos tipos importantes de tareas
de razonamiento proporcional

Los conceptes que fundamentan las nociones bésicas sobre la ciencia, las matematicas
y la resclucién de problemas cotidianos con frecuencia consisten en la capacidad de
reconocer patrones similares o la similitud estructural de dos situaciones diferentes.
Debido a que ¢l razonamiento proporcional tiene que ver con una de las formas mas
comunes de similitud estructural, se le suele vincular con algunos de los conceptos ele-
mentales mds profundos en el nivel basico de muchas de ias 4dréas de ciencias 0 ma-
temdticas. Como se menciond znteriormente, creemos que el razonamiento propor-
cional es tanto el nivel mas elevade de la aritmética elemental, como el punto de partida
de todo lo que sigue. Por lo tanto, ocupa una posicidn muy importante en los programas
escolares de matematicas {y de ciencias).

Cada area del conocimiento que utiliza este paradigma basico de razonamiento
tiende a modificarlo de forma sutil para que se ajuste a las necesidades especificas de la
disciplina. Por ejemplo, en la aritmética que se ensefia al final de fa primaria y al principio
de ta secundaria, varias formas ligeramente diferentes del razonamiento proporcional

tienen que ver con algunos de los elementos conceptuales mas problemiticos de los

programas;
— fracciones {equivalentes): 5/3 =n/m
— division: 805/23 = nf!
— valor posicional y porcentajes: n% = 75/100

- conversion de medidas: n dolares = (2/3)m dolares
canadienses
- razenes e indices: I5 pies/2 segundos = n
millas por hora

En las dreas de estudio mencicnadas, se nota que los siguientes siete tipos de pro-
blemas relacionados con la proporcidon surgen de manera natural. Sin embargo, los
tipos 3 al 7 no han recibido la debida atencion ni en la instruccion ni en la investigacion
de los libros de texto.

[. Problemas de valor faltante: A/8 = C/D donde tres valores (incluyendo un par que
indica el indice} son proporcionados y la meta es encontrar la parte faltante def segun-

do {y equivalente) par.

oy

¢
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2. Problemas de comparacién: A/B (=1=) /D, donde se propercionan todos los va-
lores y la meta es evaluar si:

Al < C/D,o A/B = C/D,0 A/B > C/D,

2. Problemas de transformacion:

a} Juicios de direccién del cambio: ’
Se proporciona una equivalencia de la forma A/ = C/D,
Después, unc ¢ dos de los cuatro valores A, 8,C 0 D aumenta o disminuye en
cierta cantidad y la meta es decidir cual de las relaciones (<,> o =) es verdade-
ra para los valores transformados.
b} Transformaciones para producir igualdad:
Se proporciona unz desigualdad de fa forma A/8 < C/D.
Después, se debe encontrar un valor x para alguno de los cuatro valores A, B, C
o B, de tal forma que, por ejemplo, (A + x)/8 = C/D.
4. Problemas de valores medics:
Se proporcionan dos valores y la meta es encontrar el tercero,
aj Medias geométricas: Afx = /B.
b) Medias armonicas: A/B = (A — x)/{x — B).

5. Proporciones que incluyan conversiones de razones a indices a fracciones: la ra-
zén de nifios a nifas en fa clase era de 15 a 12, ;Qué fraccién de la clase eran nifios?

6. Proporciones que utilicen unidades de medicién y nimeros: (3 pies)/{2 segundos)
= x millas por hora o 5 pies/segundo = x millas/hora.

7. Problemas de traduccién entre sistemas de representacién:una razén (o fraccion,
o indice, o cociente) se da en una de las representaciones del sistema y [a mena es
reproducir la misma relazion utilizando otro sistema de representacion.

Las versiones realistas de problemas de razonamiento proporcional con frecuencia
incluyen comparaciones entre representaciones, Hemos encontrado que éstas tienden
a ser muy dificiles para la mayoria de los estudiantes (Lesh, Behr y Post, 1987).

Incluso cuando ambos lados de la proporcidn incluyen un mismo sistema de repre-
sentacion, las soluciones que los estudiantes proporcionan para estos problemas con
frecuencia incluyen traducciones entre diferentes sistemas de representacion. Véase,
por ejemplo, el problema que se plantea en la figura {. Se ha observado que los porcen-
tajes de éxito se encuentran entre 9.2% para estudiantes de cuarto afio y 46.2% para

estudiantes de segundo de secundaria.

Susana puede caminar 15 millas en 5 horas.

Su razén de millas por hora es:

a) 5als b) 10a5

¢ 3al " d) no se especifica

Figura |. Un problema escrito tipico relacicnado con las proporciones.

4
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Es posible que un estudiante piense e problema de ja figura | de alguna de las
siguientes formas:
o) Parafrasear {es decir, traducir a un lenguaje mas simple): quince es a cinco como

esa

b) Hacer un diagrama (es decir, traducic 4 un dibujo o diagrama):
HORA | HORA 2 HORA 3 HORA 4 HORA §
MMMMM MMMMM MMMMM MMMMM MMMMM
¢} Escribir una ecuacién (es decir, traducir a simbolos escritos): 15/5 = m/h.
Incluse cuando el problema parece no tener mas gue un sistema de representacion,
su solucién puede tener varias traducciones.

El razonamiento proporcicnal es un concepto parteaguas

Para poder definir qué aspectos del razenamiento proporcienal deben enfatizarse en
el futuro, es importante reconocer el papel de “parteaguas conceptual” que este razo-
namiento desempedia en la linea divisoria que separa los conceptos elementales de los
mas avanzados. Entonces, es las dos cosas: /) une de los conceptos miés elementales
de los conocimientos de alo orden, y 2) uno de los conceptos mids elevados de los
conocimientos elementales. Por ejempio, en la psicologia del aprendizaje humano, el
razonamiento proporcional es ampliamente reconccidoe como la capacidad que mues-
tra el camino de! cambio de niveles de operativos pensamientos concretos a niveles
operativos de pensamientos forrales (Piagat y Beth, 1966).
En las siguientes dos secciones de este capitulo se analizara el razonamiento pro-
porcional desde dos perspectivas diferentes:
I} El razonamiento proporcional como un punto de partida del &lgebra y otros
niveles superiores de fas matematicas.
2) El razonamiento proporcional como el nivel més elevado de la aritmética ele-
mental, asi como de los conceptos de ndmero y medida.

El razonamiento proporcional como el punto de partida de fas matematicas
de nivel medio supericr

En el problema que se presentd un poco antes (véase la figura 1), supdngase que quisié-
ramos saber qué tan lejos llegaria Susana en tres horas. Este problemna se puede resol-
VEr en tres pasos:
a) Escribir una ecuacién que describa la situacién del problema, por ejemplo, 15/5
=m/3.
b) Transformar la forma “descriptiva” de la ecuacion a una forma “calculadora”
equivalente, por ejemplo, m = 3x (15/5).

¢) Calcular llevando a cabo las operaciones indicadas,m = 3x {3} = 9.
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Este procedimiento de describir-transformar-calcular es una caracteristica que dife-
rencia al dlgebra de la aritmética. Debe notarse que no es necesario que la ecuacion
que describe o modela un problema inmediatamente especifique una serie de célcuios
para proporcionar una respuesta. En el dlgebra, las fases de descripcion y de solucidn de
un problema pueden separarse. En la aritmética, los estudiantes van directamente a una
serie de procedimientos de calculo que les permitiran llegar a una soluciéon,

Por su naturaleza el razonamiento proporcional implica algunos de los conceptos
. algebraicos mds importantes que estin relacionados con la equivalencia, las variables y
fas transformaciones. Se anzlizard cada uno de estos conceptos por separado.

Niveles de igualdad. Las siguientes clases de equivalencias se dan frecuentemente en
las situaciones relacionadas con las proporciones:

a} Nameros o razones de nimercs equivelenites, por ejemple, 1/3 = 2/6 = 3/9.
b) Expresiones equivalentes que tienen tanto unidades de madicidn como nime-

ros, por ejemplo, kildmetros i000C ,
P iemp = < | kildmetro = 1000 meatros.

metros -
¢} Expresicnes equivalentes que impliquen operaciones ylo relaciones, asi como
nimeros y unidades de medida, por ejemplo, 6 pies/Z segundos = 3 pies por
segundo =.2.0455 millas por hora.
dj Ecuaciones equivalentes, por ejemplo, 2/X = X8« X2 = 2xI8 «» X = 6.
donde las transformaciones conservan algunas propiedades importantes y cam-
bian otras.

En la aritmética, los signos de igual (=) pueden interpretarse generalmerite como
“da como resultado” o “da” (es decir, cuando se lee la ecuacion 5 ~ 3 = 2, se dice
“cinco menos tres da dos”). Sin embargo, en el dlgebra el signo de “=" suele repre-
sentar una equivalencia de tipo mas general. Por ejemplo, se pueden tratar dos ex-
presiones como equivalentes por cualesquiera de las siguientes razones:

a) Se pueden reducir al mismo valor, por ejemplo, 6/2 = 4 - 1.
b) Son estructuralmente simifares, esto es, contienen el mismo patrén de relacio-

nes y operaciones, por ¢jemplo, y —=b _ d-b

X—a ¢=—a
(Por suptiesto que esto solo es verdaderc para ciertos valores de fas variables).
¢} Tienen graficas idénticas en conjuntos diferentes a cero, por ejempio, {(x) =
22/3x y g(x) = 2x/3.
d) Sus graficas cruzan el eje de las x en fos mismas puntos,
e} Se puede sustituir una expresion por otra sin ganar (o perder) informacién
interesante.

La comprension del razocnamiento proporcional debe ir mas alld de la simple no-
cién de que ambos lados de una ecuacidn son iguales (en el sentido de que pueden
ser reducibles al mismo vaior). Por ejemplo, nuestra intuicién nos dice que una ecua-
cidn como “6/2 = 4 — 1" no deberia denominarse una proporcion (a pesar de que los
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dos lados son iguales), porque los lados de la ecuacién no son estructuraimente
similares; es decir, no tienen el mismo patrén de relaciones u operacionas y los com-
ponentes no estén ielacionados por multiplicaciones.

Bl reconccimiento de la simifitud estructural aparece COmo un componente esen-
cial para que se dé 2l razonamiento proporcionéi. Sin embargo, si exigimos el reconoci-
miento de la similicud estructural como una condicién necesaria para que un procaso
de razonarniento sea considerado razonamiento proporcional, entcnces, por lo gene-
ral,no se considerarian como parte del razonamiento proporcional las tareas que estan
modeladas por {2 ecuacién Y = (a/b)X, pero que no estin modetadas por la ecuacion v/
X = afb, a pesar de que ¥ = {a/b)X y Y/X = afb son de algunas maneras, aunque no de
todas, equivalentes,

Niveles de variables. Ademas de incluir varios diferentes niveles de equivalencia, las
situaciones simples que implican el razonamiento proporcional también pueden tener
varics niveles de varizbles. No es sélo fa capacidad de variar lo que convierte a algo en
una variable. Por ejemplo:

¢} En muchas proporcicnes simples, como 3/x = x/27, ¢l valor de x no puede
variar: sin embargo, esto no significa que x no sea una variable. Aquf lo impor-
tante es saber que x es un valor desconocide que se puede manipular utilizando
reglas similares a las que se aplican a los nimeros conocidos.

b) A veces incluso las constantes fijas, como T, que representa a pi, pueden recibir
un rango variado de valores (por ejemple, 22/7 o 3.14 o 3.14159265356) de-
pendiendn del nivel de precisién que se elija como apropiado en una situacién
aspecifica. Sin embargo, esto no significa que 7 sea una variable.

Entonces tenemos que el valor de un simbolo puede ser fijo y el simbclo ser una
variable o bien que el valor de un simbolo puede tener la capacidad de variar y el
simbolo ser una constante. Las explicaciones demasiado simplistas, como tratar a ias
variables como si se trataran de cosas que pueden variar, estén destinadas a crear
confusion entre los nifios.

Transformacién e invariancia. Para generar un conjunto de razones equivalentes a 3/9,
se pueden utilizar una serie de transformaciones que nos lleven de una expresion a
otra: 1/3 — 3/9 —» 9/27 —... O bien, para encontrar el valor desconocido de x en una
proporciéon como 3/x = x/27, se pueden utilizar una serie de transformaciones para

ilevar la ecuaciéon a una forma diferente: 3IX = xf27 —» x=27*3x > x! =B —» x = 9,
Y para cualquiera de estas transformaciones, surgen asuntos relacionados con los nive-
les de equivalencia. Cada vez que un objeto se transforma, se pierde o se gana algo
de informacién; lo importante es decidir si la informacion alterada tiene o no interés
para nosotros. ;Cudles de las propiedades permanecen invariantes y cuiles no? Por
ejemplo, se pueden considerar equivalentes dos ecuaciones por cualesquiera de las
siguientes razones (recordar que en la seccion previa se presenté una lista similar para

las expresiones).

Digitalizado por: I.S.C. Hector Alberto Turrubiartes Cerino

hturrubiartes@beceneslp.edu.mx




g Tienen el mismo valor de verdad {es decir, ambas son verdaderas o ambas son
falsas}.

bj Tienen el mismo canjunto de soluciones (es decir, los mismos valores las satis-
facen}. ‘

¢} Una es una forma simplificada de la otra,

d) Pueden transformarse una en otra utifizando operaciones especificas.

Cuando un educador trata fas transformaciones como si “todo se vale siempre y
cuando se haga lo mismo de ambos lados de fa ecuacién”, no sorprende que esta
nocion simplista con frecuencia lleve a errores en el razonamiente proporcional de los
nifics. Por ejemplo, en uno de nuestros recientes estudios clinicos (Behr, Wachsmuth,

Posty Lesh, 1984), 2 los alumnos se les ensefiaron igualdades como 3/4 = 6/8. A conti-

nuacion se restaba un ndmero de algunc de los cuatro proporcionados y se padiz al
estudiante que cambiara uno de los tres nimeros restantes para restaurar la igualdad,
(es decir,algo como [3~1]/4 = [6~1]/8). Fue muy comin que los estudiantes simplemen-
te aumentaran ¢ disminuyeran la misma cantidad al nimero correspondiente en ambos
lados de la ecuacion. De hecho, uno de los estudiantes incluso “demostrd™ que (3~1)/4
= (6-1)/8; borrd los nimeros | de ambos lados y explicéd:“Esto estd bien porque he
hecho lo mismo en ambos lados”.

- Entender que una ecuacién (como un todo) representa un “objeto” algebraico que
se puede transformar de formas especificas que nos dejan invariantes ciertas propieda-
des interesantes {como el conjunto de soluciones), es el fundamento del razonamiento
algebraico. Esto también es esencial en una forma simple en la solucién de proporcic-
nes simples.

La ecuacién A/B = C/D puede pensarse como una relacién estitica (=) entre dos
sistemnas matematicos simples que se describen de forma independiente por las rela-
ciones de razén A/B y C/D. Sin embargo, también pueden pensarse como la transfor-
macion dindmica que convierte a un simple sistema matematico (descrito por la rela-
cién de la razédn AJB) en un sistema “equivalente” (descrito por la relacion de la razdn
C/D). Nos parece que reconccer la similicud estructural es un componente esencial del
razonamiento proporcional. Se puede concluir que los asuntos relacionados con fa
transformacién e invariancia de las estructuras deben ser temas importantes en el
razonamiento proporcional, incluso en los niveles mas primitivos.

A pesar de los elementos expuestos aqui, las tareas que tienen que ver con las
transformaciones y la invariancia han sido descuidadas en la literatura de investigacion
scbre razonamiento proporcional, a pesar de que Piaget (Piaget e Inheider, 1956) y
otros han enfatizado su importancia en ciertos tipos de tareas de conservacién,

La tendencia por incluir acciones dindmicas que son dificiles de ilevar al libro de
texto o a los formatos de prueba con papel y lépiz ha sido un factor importante en la
falta de atencién prestada a las tareas de transformacién. Un segundo factor es el
exagerado énfasis que se da en “despejar la x” en los programas de educacion matemi-
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tica en los niveles de presecundaria y secundaria. Muchos comparten !a opinion de que
se tiene una mala interpretacion de fas matemiticas y se piensa que su esencia es “estar
buscando el daspeje de las x”. No obstante, para entender la esencia del razonamiento
proporcional, es importante entender que las matemiticas son esencialmente e esty-
dio de la estructura y la invariancia, de Ia equivalencia y la no equivalencia bajo una
variedad de distintas transformaciones. Conforme los estudiantes avanzan a niveles
més elevados de matemniticas, las actividades de resolucidn de problemas se centran
con menor frecuencia en el estereotipe de “despejar la x” y la mayoria entran en la

categoria de estudiar la estructura-transformacidn-invariancia.

€l razonamiento proporcional como el nivel mds elevado
de f2s matemdticas de!l nivel elemental

Muchos de los principales puntos cénceptuales prcblematicos que se presentan an
los programas de las escuelas elementales son también importantes conceptos del
razonamiento proporcional. Como ejemplos tenemos: {) las relaciones parte-todo
descritas por Kieren (1976) y Behr, Lesh, Post y Silver (1983); 2} las unidades com-
puestas (es decir, unidades hechas de otras unidades) enfatizadas por Steffe (Steffe y
von Glasersfeld, 1983; Steffe, este volumen), Cobb (1987} y Post et al. (1988); 3} las
habilidades refacionadas con la representacién enfatizadas por Kaput (1985; 1987a;
1987h) y Lesh, Post y Behr (1987); y 4} las habilidades relacionadas con las medi-
ciones enfatizadas por Vergnaud (1983}, Streefland {1984, 985) y Post et al. (1988).
{Estas dreas han sido identificadas por ios investigadores como los fundamentos con-
ceptuales de los puntos problematicos antes mencionados, los cuales parecen estar
todos reiacionados con la proporcionalidad y, finalmente, con ef razonamiento pro-
porcional.}

Razonamiento preproporcional. Si la caracteristica mds impertante del razonamiento
proporcional es reconocer la “invariancia de un sistema matematico simple”, entonzes,
{sera siempre necesario que este sistema matematico sea descrito por la relacién de
razén A/B? ;O los sistemas caracterizados por A—B8 (0 A x B o A + B) también califica-
rian? Los sistemas matematicos caracterizados por A/B se encuentran entre {os mas
simples que existen; implican relaciones entre las dos cantidades, A y B. De tal manera
que una ecuacién como A/B = C/D puede interpretarse como la representacion de fa
relacion "n veces mas que” aplica a ambos lados.

La relacion “n veces mis que” puede interpretarse de dos maneras distintas: /}
como la relacién aditiva A = n + B {0 sea que n = A--8),0 2) como la relacion multiplica-
tiva A= n * B (0 sea que n = A/B). En esta Ultima situacion generalmente se dice que es
“n veces”. En cualquier caso, el razenamiento sobre este tipo de conceptos es una de
las situaciones mas simples en la que os nifios van més alld de las comparaciones entre
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cantidades perceptibles para pensar sobre las similitudes estructurales entre los siste-
mias matematicos como un todo,

Por razones similares a las descritas en el parrafo anterior, las tareas como la de
equilibracion, que se caracterizan por la ecuacion A * B = C * D {en vez de la ecuacion
A/B = C/D), son clasificadas en ocasiones como tareas de “razonamiento proporcional
muitiplicativo™ y las tareas que se caracterizan por la ecuacién A + B = C + D, scn
clasificadas come tareas que implican el razonamiento aditivo.

Las tareas caracterizadas por A/B = C/D 0 A* B = C * D tienden a incluir una relacidn
multiplicativa, jpero se ve implicado el razonamiento proporcicnal! La regla que hemos
establecido para respender esta pregunta es que si no hay pruebas de que el nifio
reconoce la similitud estructural representada a ambos lados de la ecuacisn, entonces
no hay pruebas de que haya razonamiento proporcional. Por ¢jemplo, si A * B corres-
ponde a una cantidad directamente perceptible (en vez da a una relacidn zntre dos
cantidades), entonces ia tarea que de otra forma se hubiera caracterizado ?j}bi’ A*B
= C* x, en realidad se podria reducir (en la mente del nifio} a una tarea caracterizada
por P = C * x, donde P es un elemento “nueve” del sistema. En este caso, la similitud
estructural no se reconoce y no se requiere del razonamients proporcional. Por io
tante, la simple capacidad de dar fas respuestas correctas a fos problemas con la forma
A * B = C*x no garantiza que se esté utilizando este tipe de razonamiento. Lo mismo
es valido para los problemas de la forma A/8 = x/D (donde la posicion de x puede
variar).

Surgen inquietudes similares en lo que respecta a las tareas aditivas caracterizadas
por las ecuaciones A+ B = C+ x,0 A—B=x~D. bs decir, las tareas que describen estas :
ecuaciones tienden a ser naturalmente reducibles a no-proporciones de las formas P =
C +x,0P = x—D,donde P es una cantidad directamente perceptible.

Si 1a propensién de los nifios por utilizar la adicion para resolver s problemas
caracterizados por A/B = x/D no es un indicador confiable del razonamiento proper-
cional, entonces, jpor qué los investigadores (en su mayoria psiclogos del desarrollo)
se referfzn al “razonamiento proporcional aditivo” en la literatura de investigacién? La
respuesta es que un nifo, en las primeras etapas de [a comprensién del razonamiento
proporcional, con frecuencia utiliza estrategias de razonamiento aditivo para responder a
tareas donde las relaciones multiplicativas tendrian que haberse visto involucradas (Hart,

[984; Noelting, 19803, 1980b; Vergnaud, 1983). Por ejemplo, la siguiente entrevista mues-
tra como surge naturalmente (aunque de forma incorrecta) el razonamients aditivo
durante una de nuestras investigaciones sobre las tareas multiplicativas.

Se le dio a un alumno de primer afic de secundaria un rectingulo de 2 x 3 {véase ia
figura 2) y se le pidié que lo “agrandara”. El estudiante respondié (de forma correcta}
duplicando las longitudes de cada uno de los lados para producir un rectingulo de 4 x
6. A continuacion se le pidié que lo “agrandara de tal forma que ia base midiera 9”. Esta
vez el estudiante dibujé un rectingulo de 7 x 9 y explico que: “Si lo duplicaba hubieran

{0
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salido 12,asi que sumé 3 de manera que del otro lado fueran 97, Se pueden hacer varias

observaciones interesantes sobre esto. En primer lugar, el razonamiento aditivo de
heche aparece frecuentemente de forma “natural” como una etapa temprana en el
desarrollo del razonamiento proporcional. En segundc, ef paradigma de razonamiento
que un nifio utiliza, con frecuencia varfa dentro de una tarea especifica {como en el
ejemplo anterior) o de una tarea a otra, dependiendo de las caracteristicas particulares
de la misma como se muestra a continuacion: la complejidad de las relaciones numéri-
cas {Karplus et al., 1983a, [983b), los distractores perceptuales (Behr et al,, {983),y la
colocacion de la cantidad “desconocida” (Bezul, 1986}, por ejermnplo, x/B = C/D vs Alx =
C/D vs A/B = x/D vs A/B = Clx.

2
al 3
b
6
¢l

9

Figura 2. Agrandamiento de un rectdngulo.

Por lo general, las tareas caracterizadas por ecuaciones aditivas (es decin A-B8 =
C-D,0 A +B= C + D) no deben considerarse tareas de razonamiento proporcional;
incluso fas tareas multiplicativas (como las de equilibracion o fos tipos anteriores de
tareas de 4rea) caracterizadas por la ecuacion A * B = C* D pueden ser malos indicadeores
del verdadero razonamiento proporcional,especialmente cuando dichas tareas se rele-
gan a una solucién algoritmica. Por lo tanto, en general, el “razonamiento proporcional”
es un término reservado para la solucién de tareas caracterizadas por la relacion entre
dos expresiones racionales: esto es, A/8 = C/D. No obstante, creemos que ésta es una
condicién necesaria, pero no suficiente. Otros tipos de situaciones también reflejan las
verdaderas capacidades de razonamiznto proporcional.

Trensiciones de razonamiento preproporcional @ rezonamiento propercional. A pesar de
que Piaget y otros psicélogos del desarrollo hablan con frecuencia sobre el razona-
miento proporcional como si se tratara de una capacidad global o de una manifestacién
de una estructura cognitiva general, parece que fa evolucion de este tipo de razona-

miento se caracteriza por un aumento gradual en fa competencia local (Lesh, Post y

g
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Behr, 1987; Tourniaire y Pulos, 1985; Karplus et af., 1983a. 1983bj}. La preporcionalidad
se domina inicialmente en ciertas clases pequefias y restringidas de probiemas.La com-
petencia se va extendiendo gradualmente a mis tipos de probiemas.

En esta seccion sugerimos que el “punto de vista de ir aumentando gracdualmente
fa competencia local” del desarrolic cognitive tiene importantes implicaciones para la
investigacion y la instruccidn que incluyen el razonamiento proporcional. Este punto
de vista también brinda lineamientos para la investigacién y |2 instruccion relacionadas
con fa solucion de problemas.

El ejemplo que mencionamos ilustra alguncs de los mecanismos mas importantes
que permiten a los estudiantes desarroilarse de un razonamiento preproporcional {adi-
tivo) a formas generales de razonamiento proporcional multiplicativo. El problema que
se muestra en la figura 3 fue utilizado por Lesh en sus investigacioneﬁ sobre el uso de

las matematicas en situaciones cotidianas,

Materinles: calculadora, catdloge de Ssars de hace 10 afios, catélogo reciente de Sears,
periddico de hace 10 afios, periddico reciente.

Estudiantes: Este problema ha sido resuelto por estudiantes va sea de marera indivi-
dual o en grupos de tres, que van desde individuos en los dltimos afios de la primaria
hasta adultos. El grupo descrito en esta seccidn estaba conformado por alumnos pro-

medio de primero de secundaria.

Problema: Alfredo Diaz empezo a dar clases hace 10 afios en Guadalajara. Estaba re-
cién casado v rentd un departamento en la Calle 8 por $2 500 al mes. También compré
un automévil VW nuevo por $45 000, Su salario inicial era de $140 000 anuales. Este
afio, el hermano de Alfredo, Omar, también empezd a dar cdlases en Guadalajara, Jun-
to con su esposa rentd el misme departamento que Alfredo habia rentado 10 anos
antes, sélo que la renta ahora era de $4 300 por mes. También comprd €l mismo tipo
de automévil VW nuevo cuyo precio era ahora de $89 000. Se pueden encontrar otras
diferencias de precios en el catdlogo y en el periddico que se ies dieron. ;Cudl deberia
ser el salario inicial de Omar de manera que fuera equivalente al salaric de Alfredo de
hace 10 afos?

Figura 3.Ef problema de la inflacidn.

El problema es de especial interés ya que:
. a) las soluciones dadas validaron fas secuencias del desarrollo en el razonamiento
proporcional, sobre las cuales Piaget habia hipotetizado {Inhelder y Piaget, [958:
Piaget, Grize, Szeminska y Bang, 1968), Noeiting (1980a, 1980b), Karplus et al.
(1983a, 1983b}, Karplus y Peterson (1970}, Hart (i1981) y muchos otros.
b} Las soluciones muestran cémo los mecanismos que se han ensefiado para faci-
litar la evolucion conceptual general también tienen un papel importante en la

resoluciéon de problemas.
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Antes de que se considere una solucién “tipica” para este problema, es Gtil tener
una idea general sobre las etapas mas importantes que los psicologos del desarrollo
han observado en la evolucién de las capacidades generales de razonamiento propor-
cicnal de los nifios. '

aj En sus respuestas mas primitivas, los estudiantes tienden a hacer caso omiso de
una parte de los datos y, por ejemplo, tnicamente comparan los numeradores
en las ecuaciones A/B = C/D.

b) En un nivel ligeramente més sofisticado, los estudiantes pueden notar las refa-
ciones entre los cuatro factores en la proporcién A/8 = C/D, pero los refacionan
sélo cuaiitativamente.

¢) Escomdn quelos primeros intentos por cuantificar impliquen diferencias aditivas
constantes {por ejemplo, A-B = C-D) en lugar de relaciones multiplicativas.

d} Etuso mds tempranc de! razonamiento multiplicativo se basa con frecuenciz en
una especie de “patron de reconocimiento y replicacion”, estrazegia que algu-
nos han lfamado la estrategia de acumulacion (Hart, 1984; Karplus y Peterson,
1973; Piaget et al., 1968). Por ejemplo: en una tienda de dulces se venden dos
dulces por ocho pesos. jCudnto cuestan seis dulces? La solucidn puede ser
registrada como:

~ 2 dulces por 8 pesos.

~ 4 duices por |6 pesos.

- 6 dulces per 24 pesos.
Si se les proporciona una tabla de valores, los nifios pueden reconocer un pa-
trén que después aplicardn para descubrir un valor desconocido. Sin embargo,
como seifalamos anteriormente en este capitulo, el éxito en el uso de esta
estrategia es un indicador relativamente débil del razenamiento proporcional.

Piaget et ol. (1968) se refirieron a esta etapa como la de la “preproporciona-
lidad”, ya que los nifios intuyen que las diferencias cambian con el tamafio de los
nimeros y que tal cambio puede tener unz naturaleza multiplicativa, pero no ne-
cesariamente se percatan de que deben considerar el constante incremento de
ta diferencia entre los términos relacionados del par en cada indice, es decir,
de cada razdn. Segln Piaget, la preproporcionalidad es el resultado de las fun-
ciones coordinadoras, mientras que la proporcionalidad se basa en las ope-

_raciones reversibles. La diferencia principal entre el pensamiento relacionado

con la funcién y el pensamiento relacionade con la operacion es que el primero es
esencialmente irreversible; esto es,dado un cambio en alguna de las cuatro varia-
bles de la proporcidn, el nifio no puede compensar haciendo un cambio en el
resto de las variables.

e) Las“proporciones logicas” de Piaget indican un nivel de pensamiento en «f cual
se distingue la relacion multiplicativa entre dos elementos. Esta relacion se apii-

ca después a los otros dos términos.
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De acuerdo con Piaget, e! desarrclio del razonamiento proporcional en los adoles-
centes pasa por las siguientes etapas: {) una estrategia global cornpensadora (con fre-
cuencia de naturaleza aditivaj; 2) una estrategia multiplicativa sin generalizacion a todos
los casos, 3) una formulacién final sobre la ley de tas proporciones. Sin embargo, en {os
intentos por verificar la teoria de Piaget, se ha observado que el nivel de razonamiente
de un nific no es constante en todas las tareas que realiza o incluso en una misma tarea
(por ejemplo, cuando fas relaciones numéricas, distractores perceptuales o variables
contextuales han cambiado ligeramente). A pesar de que las etapas detafadas por Piaget
han demostrado ser bastante sélidas en la descripcidn del comportamiento de los
niftos en tareas especificas, es comln encontrar importantes variaciones entre las mis-
mas, esto se ha llamado “retraso horizontal”. El desarrolio conceptual en e drea del
razenamiento proporcicnal parece estar caracterizado por un incremento gradual de
la competencia local mis que por la adquisicidn de una estrategia general de razona-
miento aplicable a cualquier problema. Es claro que las interacciones con el medio
arnbiente desempefian un papel central en este desarrollo.

Los estudiantes tardan aproximadamente entre 20 y 40 minutos en encontrar una
solucién como la que se presenta en seguida. Se describe la respuesta tipica de nues-
tros estudiantes, que iban desde los niveles superiores de la primaria hasta adultos. Du-
rante la sesidon de 40 minutos, la mayoria de los sujetos pasaron por cinco diferentes
ciclos de reconceptualizacidn. Se pueden notar las similitudes entre sus etapas de so-
lucion y fas etapas descritas por Piaget y otros.

Conceptualizacién |. La primera conceptualizacion de los estudiantes sobre el pro-
bleina utilizaba el razonamiento aditivo, inicamente con base en un subconjunto parcial
de fa informacion proporcionada. El grupo hace restas para encontrar las diferencias de
precios de articulos comparables viejos y nuevos, Sin embargo, nada mas se considera-
ron unos cuantos articulos; sole los que fueron descritos en un principio, como el coche
y uno o dos articulos del catilogo. No se dijo nada qu'e indicara explicitamente cdmo
estas diferencias les ayudarian a determinar el salaric nuevo.

Conceptualizacién 2. ;Por qué pasaron los estudiantes a una segunda conceptualiza-
cion del problema? Puede haber dos posibles explicaciones: a) Conforme empiezan a
ver su primera conceptualizacién con mas detalle, reconocen dificultades que no ha-
bian identificado en un primer lugar {por ejemplo, “;qué articulos debemos conside-
rar!” y “;qué vamos a hacer después con esta informacién?”). b) Como el proceso
asociado con la primera conceptuaiizacion es tedioso, se consideran otras formas de
resolver el problema.

La segunda conceptualizacién de los estudiantes se baso en una relacidén multipiicativa
extremadamente primitiva que incluye un subconjunto incluso mas parcial de la infor-
macidn proporcionada. Mientras que en fa primera conceptualizacion se habia perdido
de vista la meta general de la tarea cuando se enfocé la atencién en los detalles (restas

individuales), la segunda conceptuatizacidén hace caso omiso de los detalles cuando se
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Pensar en el razonamiento proporcional como una competencia local que aumenta
gradualmente y no como una manifestacion global de alguna estructura cognitiva gene-
ral,tendré como consecuencia una mayor importancia en las teorfas del desarrolio y en
el razonamiento proporcional como un elemento rico de la investigacion. La mayor
significacion del razonamienito proporcional proviene de su poder para facilitar fa capa-
cidad de resolucién de problemas. Una de las razones de mas peso para hacer que la
resolucion de problemas sea parte central del programa de matemdticas de las escue-
fas es la contribucién de dichas experiencias para que ios nifios comprendan otros
conceptos centrales, muchos de los cuales, a su vez, estan relacionados y requieren del
uso del razonamiento proporcional,

El razonamiento proporcional y los conceptos
de ndmeros racionales

En secciones anteriores se propuso que !a investigacion sobre el razonamiento propor-
ciona! enfatizara las tareas que tenian que ver con: [} transformaciones dindmicas; 2)
mas de un solo sistema de representacién; 3} medicién de unidades y ndmeros,y 4) mas
de un tipo de expresion racional (indice, razdn, cociente, fraccion). Por otra parte, cree-
mos que el término “razonamiento proporcional” debe limitarse a las situaciones ca-
racterizadas por la equivalencia de dos expresiones racionales (A/8 = C/D}. No obstan-
te, incluso con esta restriccion, surgen ambigliedades:

a) Si un matemitico {o educador, o psicologo) caracteriza una tarea utilizando la
proporcién A/B = C/D, esto no necesariamente significa que dicha ecuacion des-
criba el proceso y las relaciones que un nifio utiliza para interpretar y resolver
la tarea. ‘

b} Incluso entre los investigadores en el drea de los nimeros racionales {0 expre-
siones racionaies), por ejemplo, existe un desacuerdo sobre las caracteristicas
esenciales que distinguen los indices de las razones (Freudenthal, 1983; Kaput,
1985; Karplus et al., 1983a,1983b; Streefland, 1984; Noelting, 1980a, 1980b;
Tourniaire y Pulos, 1985; Vergnaud, 1983). De hecho, es comin que un mismo
autor cambie de terminologia entre un articulo y el otro, tal vez para acercarse

al uso comiin de los términos, que en si es inconsistente,

Un modelo computacional

Esta seccidn describe las caracteristicas definitorias que hemos encontrado mas ttiles
para distinguir entre los varios tipos de expresiones racionales. El poder y {a consisten-
cia internz de nuestras definiciones se puso a prueba a través de un modelo compu-
tacional que se utilizd para investigar el range de situaciones en las cuales las reglas y

definiciones que lo constituyen producen resultados apropiados y, lo que es més impor-
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tante, para ayudar a identificar las variables y perspectivas apropiadas para la investiga-
cion con nifos.

Algunos puntos de vista alternativos sobre la naturaleza de los “indices”. Entre los parti-
cipantes de la conferencia, Vergnaud y Schwartz fueron dos que adoptaron puntos de
vista considerablemente diferentes sobre las caracteristicas basicas que distinguen a los
indices de las razones,

Vergnaud (1983, este volumen) sigue la tradicidn establecida por los antiguos grie-

. gos:define los indices como aquelio que tiene que ver con cantidades en dos diferen-

tes espacios de medicion {por ejemplo, 30 millas/5 heras), mientras que las razones
relacionan cantidades dentro del mismo espacio de medicién {por ejemplo 15 galle-
tas/1Q galletas}. Los griegos preferfan esta definicion porque estaban particufarmente
interesados en las formas en que fos conceptos mas artiguos de medicién, basados
en numeros enteros, conducian al dominio de los nimeros y expresiones racionales.
Vergnaud, como psicélogo del desarrofio, sin duda faverecia esta perspectiva por
razones similares. V

Kaput, Luke, Poholsky y Sayer (1986) y Schwartz (1983, este volumen) siguen una
tradicion similar a la de Gauss. Comparten esta opinién, Freudenthal (1973), Lebesque
(1966), Whitney {(1968a; 1968b) y otros matematicos que no estdn tan precupados
por reconciliar los conceptos de los nimeros racionales con los conceptes inferio-
res de los numeros enteros, sino cen encontrar los vincules entre temas de orden
mas elevado sobre diversos tipos de funciones y complejos espacios de medicién.
Con base en unas mateméticas de cantidad, a diferencia de las matematicas de name-
re que se utilizan mas, Kaput y Schwartz empiezan por distinguir entre dos tipos
basicos de cantidades:

a) las cantidades extensivas incluyen ejemplos como 5 milizs, 5 grados (tempera-
tura), 5 grados (&ngulo) o S platos (comida). Estas cantidades nos dicen “cuan-
to” (es decir, fa “extensiéon”) de una cantidad se asocia a un objeto dade.

b) Las cantidades intensivas (o cantidades “por”)} incluyen los ejemplos como: 30
millas por hora o 30 délares por articulo. Estas cantidades no dicen “cuanto” se
tiene de una cantidad en términos absolutos, sino que expresan las relaciones
entre una cantidad y una unidad de otra cantidad.

Notese que las cantidades escalares se tratan como un tipo especial de cantidades
intensivas en las cuales las dos cantidades relacionadas incluyen el mismo tipo de unida-
des: por ejemplo, 30 dodlares por dolares (dinero ganado/dinerc ahorrado). De acuerdo
con el punto de vista de Schwartz y Kaput, un indice es una cantidad dnica (intensiva),
mientras que una razén es la relacion entre dos cantidades.

Los puntos de vista de Vergnaud y los de Schwartz aclaran de manera adecuada ios
puntos en sus areas primarias de interés, pero cada uno conduce a ambigiiedades cuan-
do se extiende a otras. Por ejeiaplo, segin Schwartz y Kaput,“30 millas/5 horas”, ;de-
beria considerarse un indice {una unica cantidad intensiva) o una razon (una relacion
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entre dos cantidades) o un cociente {una operacion encre dos cantidades)! De acuerdo
con Vergnaud, la expresion “tres délares canadienses/dos dolares estadounidenses”
@implica dos mediciones dentro de un Gnico espacio de medicién (una razoén) o dos
diferentes espacios de medicion (un indice)? ;O qué tal “cuatro monedas de 25 centa-
vos/t délar™?

Una de las dificultades de la perspectiva griega tiene que ver con fa definicion de
cudndo se consideran iguales dos espacios de medicion. ;Qué pasa si una tnica cantidad
se mide utilizando diferentes unidades como en los ejemplos anteriores? ;O qué tal si se
utiliza una Gnica unidad para medir dos diferentes tipos de cantidades? Por ejemplo, en
fa costura, una medida de longitud (como tres yardas de tela) describe un 4rea; de
manera similar ocurre en la cocina, carpinteriz, agricultura. etcétera. De hecho, este
tipo de situaciones son especialmente comunes en las ciencias, donde las mediciones
indirectas de cantidades bisicas se deben usar con frecuencia, por lo cual una unidad de
un tipc de cantidad se utiliza para medir un segundo tipo de cantidad. Los psicdlogos y
educadores se topan con una dificultad fundamental: los matemdticos rara vez se han
tomado la molestia de elaborar definiciones rigurosas que aclaren las muchas caracte-
risticas que son importantes educativa o psicologicamente. Esto se debe a que el obja-
tivo de los matematicos generalmente es concentrarse en fas similitudes estructurales
entre fas distintas tareas mas que en las distinciones psicolégicas que existen entre
ellas. Por lo tanto, para muchas caracteristicas psicologicarnente importantes de las
tareas no existe la correspondiente definicion “correcta”. Resuita clara la necesidad de
un mayor acuerdo y consistencia entre la investigacion scbre la educacién de las mate-
madticas y la instruccion. La meta de la siguiente seccidon es describir las similitudes y las
diferencias entre los indices, las razones, las fracciones y los cocientes utilizando un
lenguaje que sea lo suficientemente poderoso y consistente de manera que:

a} Nuestro modelo computacional PAT (abreviatura de ProblemTransformer [trans-
forrador de problemas]), pueda producir los resultados adecuados para una
buena parte de los problemas de razonamiento proporcional.

b) Se tomen en cuenta las distinciones mds impertantes que han sido observadas
por investigadores como Freudenthal (1982), Kaput (1985), Karplus et al. (1983a,
1983b), Noelting (1980a, { 980b}, Streefland (1985), Tourniaire y Pulos (1985) y
Vergnaud (1983).

Para alcanzar estas metas, /) se extendera la perspectiva de Vergnaud para aclarar
cuando son iguales o diferentes dos espacios dz medicidn,y 2) se extendera la perspec-
tiva de Schwartz definiendo las fracciones, indices, razones y cocientes de manera que
se eliminen las ambigliedades dentro de la catcgoria de problemas de razonamiento
proporcional en los libros de texto escolares de matemiticas y de ciencias.

Breve descripcion de la aplicacion PAT. Para los propdsitos de este capitulo, lo que se

+

debe entender sobre PAT es que se disefid para permitir a los estudiantes “escribir’
(es decir armar a partir de un diccionario en linea que se pueda ampliar gradualmente)
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problemas de palabras como los que aparecen en los libros de texto, y transformarlos
cuando el estudiante le dé comandos indicados: /) SUBRAYAR resaltando fas palabras y
datos claves; Z) PARAFRASEAR utilizando oraciones sencillas y solo 1a informacion rele-
vante; 3) ESQUEMATIZAR usando na lista de puntos “dados™ y “metas”; 4) SIMPLIFICAR
presentando el mismo problema con nimeros mas simples; §) HACER UNA ANALOGIA
con fa misma estructura en un contexto diferente; 6) ELABORAR SUBPASOS para identi-
ficar si existe una “pregunta intermedia” que pueda contestarse utilizando los datos
disponibles; 7) REVERTIR EL PASO identificando una pregunta intermedia a través de
invertir el orden de ios pasos desde fas metas hasta los elementos dados; 8) MODELAR
utifizando versiones electrénicas de manipulativos concretos bien conocidos,y 9) ABS-
TRAER escribiendo una ecuacidn algebraica, una funcidn o una expresidn que describa
el problema. Creemos que estas habilidades relacionadas con la transformacion que
requiere PAT son al mismo tiempo indicadores importantes de las capacidades de razo-
namiento proporcional de los nifios.

Los puntos ciaves que hay que entender para crear una aplicacidn como PAT son los
mismos que permiten a los investigadores describir fas similitudes en fa estructura
fundamental de los problemas (dentro de ciertos dominios conceptualmente ricos,
pero lo suficientemente simples).

La segunda caracteristica importante de PAT es que sus capacidades computacionales
deben ser similares a las del SEMCALC de Schwartz (1983). Esto es, PAT no permite que
los estudiantes ingresen expresiones que no tengan etiquetas de unidad. Por ejemplo,
st un estudiante escribe “3” (0 3x o 3ax), PAT responde con la pregunta“;3 qué!”, por
lo cual el estudiante debe especificar: [) qué tanto, 2) 1a unidad de medicidn y 3) el tipo
de cantidad fundamental, por ejemplo,”3 millas (distancia)” ¢ “3 millas por hora (ve-
locidad)™. A

Si el estudiante escribe 3 manzanas + 2 naranjas” entonces: ) si se ha indicado que
las manzanas y las naranjas son frutas en la biblioteca en linea de PAT, entonces simpli-
ficara el enunciado 2 “5 frutas”, o 2j si la biblioteca no contiene esa informacion, res-
pondera con la pregunta: “;Cual es la relacion entre las manzanas y las naranjas?” (op-
cién malktipte): [0 Todas las manzanas también son naranjas. O Todas las naranjas también
son manzanas. {3 Todas las manzanas y fas naranjas son {llenar espacic en blanco}. A
continuacion la biblioteca de PAT se modifica para incluir la nueva informacion ganada
a partir de la informacidn del estudiante.

Cuando PAT estd en el “modo computacional”, manipula las expresiones matemati-
cas, que incluyen: {) etiquetas de unidades (por ejemplo, pies, millas por hora}; 2) tipos
de cantidad (por ejemplo, longitud, velocidad), 2} variables (por ejemplo, x y y); 4) cons-
tantes literales (por ejemplo, a, b, m), y 5) los nimeros “puros”.

Fraccicnes, indices, razones y cocientes. Para nuestros propositos, se considerarin dos
diferentes espacios de medicién, siempre que tengan: [} un conjunto diferente de obje-

tos; 2) un tipo de cantidad fundamental diferente (por ejempio, longitud, peso, tiempo,
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medicién Py B en un tercer espacio de medicién S, generalmente se representa
como una modificacion dePxBens,

Se pueden observar los cuatro tipos de expresiones racionales en diferentes regio-
nes de los diagramas como se ve en [a figura 7. Por ejemplo: {} debido a que tanto fa
fraccion como los indices son cantidades, se presentaran como ejes relacionados con P,
B0 §; 2} debido a que las razones son relaciones, se presentaran como puntos en P x B,
y 3} debido a que los cocientes son operaciones, se presentarin como modificaciones
dePyBensS.

o
3

Fgura 7. Modificaciones de dos espacios de medicién P y B en un tercer espacio S.

En un nivel mas alto de abstraccién, los cuatro tipes basicos de expresiones raciona-
les (fracciones, indices, razones y cocientes) pueden representarse utilizando un Gnico
modelo matemdtico, un espacio homogéneo consistente de matrices de 3 x 3. Los ob-
jetas, relaciones, operaciones y transformaciones pueden representarse como matri-
cas dentro de este Gnice espacio vectorial. Desde un punto de vista intuitivo, esto no es
sorprendente ya que, por ejemplo, a pesar de que las fracciones y los indices se refieren
a cantidades tnicas, ambos también incluyen comparaciones implicitas entre las dos
cantidades. Para las fracciones (por ejemplo, 3/4 de pizza), la comparacion esta oculta
dentro de la “parte numérica” de la expresion {es decir 3/4}, mientras que para los
indices, la relaciér. estd oculta en la“'parte de las unidades” de la-expresion {por ejem-
pio, pizzas por nific). La relacidn oculta en 3 cuartos de pizza estd entre el tamano de la
unidad {es decir, cuartos de pizza) y el tamafio del objeto que se estd midiendo (es
decir, 3).

Desde la perspectiva psicolégica, es peligrosc hacer este tipo de generalizaciones
matematicas. No deben llevarnos a pensar erréneamente que los estudiantes conside-
raran equivalentes a los indices, razones, cocientes y fracciones sélo porque se pueden
interpretar como tipos equivalentes de objetos (en un espacio vectorial de 3 x 3). Por
ejemplo, sélo a un nivel de comprensidon mas o menos sofisticado un indice como “tres
cuartos de milla por hora” se considera como equivalente a la razén “eres millas a cuatro
horas”.

Operaciones con fracciones, indices, razones y cocientes. De acuerdo con las definicio-

nes de fracciones, indices, razones y cocientes que se han dado aqui, se aplican diferen-
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tes reglas a los cuatro tipos de expresiones racionales cuando las sumamo‘s, multipli-
camos o igualamos. De esta manera, para terminar este capitule, se proporcionaran
ejemplos para demostrar cédmo PAT trata algunas de estas diferencias en la fase compu-
tacional.

Dado que las fracciones y los indices son cantidades, pueden sumarse y multiplicar-
se utilizando las reglas estindares utilizadas en tipos mas simples de cantidades. Por
ejemplo:

I} Solo se pueden sumar cantidades que estén dentro del mismo espacio de medi-
cién.
3 MANZANAS + 2 MANZANAS = 5 MANZANAS
3 MILLAS POR HORA + 2 MILLAS POR HORA = 5 MIiLLAS POR HORA

2} Si las dos cantidades se encuentran en espacios de medicion diferentes, pero
relacionados, entonces deberan medificarse en e mismo espacio de medicidn
antes de poder sumarias.

3 CUARTOS DE PIZZA + 2 TERCIOS DE PIZZA .
! l
$ DOCEAVOS DE PIZZA + 8 DOCEAVOS DE PIZZA
Nota: la capacidad de transformar entre espacios de medicidn “relacionados”
es de gran importancia en las cperaciones precedentes.

3) Las reglas estandar para la adicién por lo general no tienen sentido para las

razones (es decir, pares ordenados de cantidades). Por ejemplo, jqué significaria
~“sumar” una razén nifio-a-pizza de dos a tres con una razon de nifio-a-pizza de
tres a cuatro! Diecisiete-a-doce no seria una respuesta sensata.

4) Las cantidades de diferentes espacios de medicion se pueden multiplicar utili-
zando las reglas normales de fa multiplicacion (a pesar de que los resultados
pueden o no tener interpretaciones “sensatas”).

5 HOMBRES x 3 HORAS-DE-TRABAJO =15 HORAS HOMBRE DE TRABAJO

5 MILLAS-POR-HORA X 3 HORAS = |5 MILLAS )

5 PIES x 3 PIES = |5 PIES x PIES = 15 PIES? = |5 PIES CUADRADOS

Nota: una cantidad extensiva multiplicada por otra cantidad extensiva corres-
ponde 2 la interpretacién del “producto cruzado” de la multiplicacién, y una
cantidad extensiva multiplicada por una cantidad intensiva corresponde a la
“adicion repetida’.

Parte de la meta de utilizar un modelo computacional como PAT es hacer explicitos
ciertos procesos de pensamiento que pueden ser importantes en el razonamiento de
los nifios a pesar de que estos procesos se pueden utilizar sélo de manera implicita o
sin mayor reflexion.

iSon las etiquetas de unidad y las transformaciones entre espacios de medicion y

conversiones entre los diferentes tipos de expresiones racionales realmente tan im-
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portantes como parecen indicar las soluciones de PAT! Por lo general, nuestra inves-
tigacion apunta a una respuesta afirmativa. Las traducciones entre diferentes tipos de
cantidades y las conversiones entre diferentes “expresiones racionales” (indices, razo-
nes, cocientes y fracciones) parecen ser factores psicologicos reales. La capacidad de
los estudiantes para hacer “aritmética de etiquetas de unidad” y para cambiar flexi-
blemente de un tipo de expresidn racicnal a otro fueron indicadores particularmente
confiables de {2 capacidad cotidiana de resolucion de problemas. Es probable que el
nimero de pasos relacionados con la conversién que PAT tiene que tomar para resol-
ver un problema sea una herramienta excelente para predecir su dificultad,

Las caracteristicas més importantes de las tareas que requiere PAT para generar
“problemas similares” son las que estdn directamente relacicnadas con los tipos de
unidad y les tipos de expresiones racionales.

Resumen

En este capitulo, hemos intentado elaborar un marco coherente centrando la atencién
en los descubrimientos mis importantes surgidos a partir de investigaciones pasadas
sobre el razonamiento proporcional. Asimismo, hemos intentado centrar nuestra aten-
cidn en ciertas tareas cuyas categorias se han descuidado y sugerir algunas nuevas para
futuras investigaciones. Nos preocupamos por aclarar las dificultades del lenguaje por-
que, en el dominio del razonamiento proporcional, la terminologia confusa e inconsis-
tente resulta en serios impedimentos para el progreso a futuro.

Surgieron temas similares independientemente de si se trataba el razonamiento
proporcional como el nivel mas elevado de las matematicas elementales o como el
punto de partida de las matemdticas avanzadas. nvariablemente tenian que ver con
transformaciones 'y equivalencias, asi come con traducciones dentro y entre varios
sistemas de medicién y de representacion.

A pesar de que los psicélogos del desarrollo tienden a hablar del razonamiento
proporcional como si se tratara de una capacidad global relacicnada con una especie de
estructura cognitiva general, ia investigacion scbre la ensefianza de las matematicas
demuestra claramente que la evolucidén del razonamiento proporcional esta caracteri-
zada por un incremento gradual de las competencias locales. En nuestra opinion, la
investigacion caracterizada por el desarrollo conceptual local proporcionara enfoques
de gran importancia sobre los mecanismos utilizados por los ninos para evolucionar
hacia érdenes mas altos de razonamiento. El razonamiente proporcional parece ser un
drea de investigacion especialmente productiva para estudiar este fendomeno.
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Este articulo trata sobre los distintos modelos posibles para orientar un
objeto y las dificultades que se presentan cuando se pretende comunicar informa-
ci1on espacial sobre ubicaciones o posiciones que involucren objetos.

Referido a esto Gltimo, s¢ analiza una actividad propuesta en un libro de
texto para alumnos de 3er. afio y se propone otra que permite avanzar sobre esta
discusion y provocar un avance en los aprendizajes de los alumnos.

I.a geometria mantiene relaciones complejas con el espacio fisico que nos
radea. Como menciona Colette Laborde (1988) “los problemas planteados por fas
relaciones entre, de una parie los ohictos recles, los datos extraidos de la percep-
clon 1 de la ebservacion v por ono lado los objetos teéricos del dominio del saber,
conciernes particidarmente a la geometria. () Los saberes teéricos coexisien
con saheires culturales, sociales. practicas profesionales extraidas de problemas
refativos al domiinio del espacio fisico”

Stguiende a Berthelot-Salin (1992 podemos llamar conocimientos espa-
ciales a los conocimientos que puede deseribir la geometria v que permiten a cada
uno anticipar los efectos de sus acciones sobre el espacio v su control, asi como Iz
comunicacion de informaciones espaciales.

Lo particular, entre estos conocunientos que permiten a un sujeto contro-
lar convementemente sus relaciones con el espacio sensible, nos interesamos en
aquelios referidos a la posicion de objetos o personas {inciuyendo al sujeto) en ¢!
espacic, a ios que identificamoes con el nombre de ubicacion espacial.

La Ubicacién espacial como problema del dominio del espacio que nos
rodea puede relacienarse con 1os conocimientes tedricos matematicos de orienta-
cion del plano y con la elaboracién de sistemas de referencias para el plano y ¢l
espacio aungue estos conocimientos no son adquiridos a temprana edad.

El dominio del espacic en ¢l nifio se desarrolia desde sus primeros movi-
mientos de bebé y contintie a lo largo de la infancia v de la adolescencia. Estos
aprendizajes se basan tanto en las accilones efectivamente realizadas en el espacio
como en las interacciones que con objetos, personas o lugares realiza cada nifc. La
imitacion de los comportamientos de adultos o de otros minos y los intercambios
oraies a propdsito de las localizaciones de los objetos, los desplazamientos, las ac-
clones y sus ¢fecios constituyen {uentes de conocimiento para el nifio.

Liliare Lurgat (1976}, llama directa e indirecta a estas dos fuentes de co-
nocimiento. La directa, proveniente de {a actividad de los nifies a través de sus
desplazamientos exploratorios y de la manipulacion de objetos y la indirecta, tras-
mitida por el entorno por medio del lenguaje, a partir de la denominacion de obje-
tos y de lugares, asi como de las consignas que a ellos se refieren; ambas se
desarrollan progresivamente y en muy estrecha relacion.

Sin embargo ese desarrollo depende de las condiciones especificas de la
vida de los nifos y de los habitos culturales del grupo social al que pertenecen. Ln
algunos medios se privilegia la accidn directa sobre las cosas y en otros la accién
indirecta, valorizando el uso del lenguaje.

Al nivel de los curriculos de la escolaridad obligatoria, en el Nivel Inicial

yenel ler ciclo (6 a 8 afios) de la EGB aparecen algunos contenidos relativos a la V

construccion del espacio que apuntan a permitir al nifio ubicarse en él y situar a los
seres y objetos en funcion de si mismo y en relacion con otros objetos.

RN R
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En cuanto a los libros de texto, ¢5 en el Nivel Inicial y en ler afio donde
aparecen actividades que tratan de responder a estos objetivos. Con frecuencia se
relacionan con objeiivos psicoldgicos de claboracidn del esquema corporal y del
establecimiento de la lateralidad. Sin eimbargo exisie gran variedad, algunas series
de libros no mencionan estos objetivos ni incluyen actividades en el ler ciclo
otras los incluyen hasta 3er. afto. Esto da cuenta de un contenido poco estabilizada
en la tradicidn escolar.

Enlos casos en que la ensefianza se plantea lograr eses objetivos. presenta
con frecuencia situaciones en las que espera sz sigan produciendo aprendizajes o
se aftancen los ya aprendidos, de manera spuilar 2 como se produce en situaciones
] extraescolares, en cuanto a la transuusion de conocimtentos por medio del nter-
cambio verbal sobre relaciones espaciales. localizaciones o posiciones. Perd dejn
de lado las refaciones efectivas gue los ninos establecen en tos aprendizajes ante-
riores a la escolaridod y ia finalidad que en general poseen tales acciones. .
Las situaciones relativas a iz ubicacién espacial que presentan los libros
de textos corresponden en general a un uso del lenguaje especifico reducido a soli-
citar una accion {sefalar, pintar 0 contar) en relacion con objelos 0 personas que se
encuentran en alguna de las zones mencionadas por el autor: arriba de. a la derecha
Examinarenios una de esas acuy dades quépuede considerarse prototipica

de la ensedianza de las nociones de ubicacion espacial.

Tobogin 17
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* Extraida de “Asi zprendemos” Matemitica 3. Editorial Hachette (1986} pag. 3. Este libro forma parte de una serie
de libros destinada a alumnos de lero. 2 Tmo. afo de fa EGB, que incluye ademas Guias para el docente de cada uno
de los aios escolares.
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Los autores plantean sobre esta imagen algunas preguntas relativas a la
ubicacién de los ninos en el parque de juegos. Algunas de ellas estan referidas a los
personajes preseniados previamente y que son utilizados por los autores en la ma-
yor parte de las actividades del libro.

¢Cudntos ninos hay sobre el tobogan?

¢Quién esta delajo del tobogdan?

¢Cudntos nifios hay a la izquierda del robogan?

Para observa v discutir: h

¢ Quidnes estan en el arencro?

cEn gué escalon del tobogadn el vivo apova su codo?

cCuantos nifos hay delante del tobogan?

¢Cuantos hay derras del tobogdn?

- De estas preguntas solo tomaremos las relacionadas con el tema que nos
interesa y que son las siguientes:

(Cudntos nines hay a la izquierda del obogin?

(Cuantos mmos hay delante del tobogan?

¢Cudntos hay detras del tobogan?

Para poder contestar a las preguntas que les plantean los autores, los nifios
deben determinar, en el espacio que rodea al tobogdn, las distintas zonas que men-
cionan las preguntas v contar los mios presentes en cada una de ellas.”

oEs posible determinar univocamente la zona “a la izquierda” del tobo-
gan? Una posibilidad es asignar la izquierda a la zona cercana a la escalera del
tobogan coincidiendo con la parte izquierda de la hoja, pero si se piensa en el
movimienio que realiza un miio que se desliza por el tobogén, su propia lateralidad
puede ser extendida al tobogan v a la zona que lo rodea v denonninar izquierda del
tobogan a la zona comprendida entre ¢! tobogan y el muro.

¢ Cudl es el lugar “delante” del tobogan?

Cou frecuencia denominamos asi a la zona que se sitda en ruestro campo
visual, entre nuestro cuerpo y el objeto, mientras que airds es aquella zona “tapa-
da” por el objeto, en la que el objeto interfiere en nuestra linea visual. En el caso de
estar situado en la posicidn correspondiente a un observador de la lamina del hibro,
detrds del tobogan corresponderia a la zona situada entre el tobogan y el muro.

Sin embargo, aingtin nino duda cuando su madre le previene: “no re pares
delante del tobogan, que te pueden lastimar”. Y ese adelante no corresponde con
el que acabamos de describir. ‘

Vemos asi que la manera de orientar un objeto y el espacio puede provocar
dificultades contrariamente a lo que sucede con la orientacidn en el propio cuerpo o
en el de otro sujeto. Estas consideracicnes serdn precisadas en el parrafo siguiente.

Orientacién del objeto

Para orientar un objeto, Liliane Lurgat (1976) menciona tres formas diferentes de
proyectar sobre €l el propio esquema corporal. En el trabajo mencionado se plan-
tea® que: la representacion del espacio por parte del nifio va a constituirse apo-
ydndose sobre objetos fijos tomados como puntos de referencia. La aparicién del
lenguaje, con la formacion de conceptos, permite separar el esquema corporal del
propio cuerpo para proyectarlo sobre los objetos como principio de individuacion:
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todo objeto a partiv de que es conceptualizado, estructura el espacio gue lo rodea
aparece comao el centro de un planc local en el cual las grandes poiaridades sor
las mismas del esquema corporal: adelante, atras, derecha, izquierda, arriba, aba;
Pera los planos gue rodean a los objetos se superponen e interrelacionan, como
con el plano atribuido al propio cuerpo. Aparecen asi grandes conflictos que na-
cen de la interpenciracion de esos planos.

£n este articulo nos ocuparemos solamente de los pares de referenciaz:
adelante-atras y derecha-izquierda.

Sigutendo a L. Lurcat podemos afirmar que, en relacién con un obreto
situado frente al owewac’or existen dos maneras de orientar el espacio que o ro-
dea: -

2) proyectando sobre el objeto, el esqueina corporal propio.

o b) teniendo en cuenta la orientacion del objeto

a) La autora senala tres maneras basicas de ,L ctar sobre un objeto ¢!

propio esquema corporal: por traslacion, per rotacién ¢ por simenia

Trasiacian Rotacién Simetria
Ad At 4t
iz Dr De Iz lz Dr
Al CAd Ad
O O O
sujeto Sujeto Swete

Por fraslacion: segin este modelo, se asigna al objeto los referenciaies
propios del cucrpo del observador. En relacion con et tobogéan del dibujo, corres-
ponderia asignar derecha e izquierda del mismo lado que los del sujeto observador,
asignar adelante a la zona més alejada del observador {considerando un tobogan
real en una plaza), es decir cerca de la pared (correspondiendo en el dibujo a la
parte superior de la hoja) y atrds la zona mas cercana al observador.

Por rotacion: se asigna al objeto los returcnczams del propio cuerpo des-
pués de realizar una rotacion de 180° La derecha ¢ 1zqui se invierten, adelane
pasa a asignatse a la zona mas cercana al observader y atras a la zona mis alejada,
cerca de la pared.

Por simetria: se asigna al objeio los referenciales del esquema corporal a
partir de una simetria con respecto a un ano vertical paralelo al frente del cuerpo
del observador. Asi, derecha e izquierda se encuentran del mismo lado que las dei
observador, en cambio adelante se asigna a la zona anés cercana al observador v
atras la zona mas alejada; es decir cercana a la pared.

Ademis de estas tres formas basicas, L. Lurgart senala que pueden encon-
trarse formas mixtas que asignan los puntos de referencia para el eje adelante-atrds
utilizando uno de los modelos y para el eje derecha-izquierda otro de los modelos.

b) En principio los objetes son orientados por un sujeto, proyectando

sobre €l su propia lateralidad. Decimos en principio, ya que existen
objetos que pueden considerarse orientados o que pueden orientarse,
dependiendo de su funcién o forma, independientemente de la

* Prélogo de René Thom al libro de L, Lurgat va citado
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lateralidad o posicidn del sujeto que desigra los puntos de referencia.

Asi, una tetera puede ser orientada definiendo un adelante en relacion

COm su pico y un atras en relacion caon ¢l asu. Lsta orientacion se reali-

@ za atendiendo a puntos de referencia propios del objeto (en este caso,
el pico y el asa) que son utilizados para orientar el espacio que lo
rodea. Un vehiculo posce un adelante (que denominamos parte delan-
tera) y un atrds {parte trasera) a la vez que posee una izquierda (la
puerta o rueda izquierda) v una derecha (la puerta o rucda derecha)
determinados por su movimiento. Un escritorio o una cocina pueden
adquirir una onentacién especifica de acuerds a su use. asi adquieren
significado expresiones como: delante de la cocina o atras del escri-

Stono.

No sucede fo mismo con las referencias a la derecha o a la izquierda, mas
relactonadas con el sujeto que las designa que con el ebjete en si mismo. Es mpor-
tanie mencionar que para determinar las polaridades del eje adelante - atras tanto
de sujetos coma de objetos se utiliza en general referencias objetivas: la funcién, fa
forma, el movimiento, mientras que para el eje derecha-izquierda las referencias
son subjetivas. Asi, adelante de la cocina corresponde @ fa cara en ju que se encuen-
tran las perilias, la puerta de! horno, etc. y por proyeccién el espacio cercano; la
determinacion de “adelante del auto” se relaciona con el sentido del ovimiento.
En cambio para definir la derecha e izquierda de un objeto, se utiliza con frecuen-
cia la lateralidad del propio cuerpo, por ejemplo, "2 la derecha de un negocio” no
es una expresidon precisa, salvo que wtilicermos la propia lateralidad v en ese caso
con frecuencia se agrega la posicion del sujeto: “saliendo, a la devecha”.

La derecha e izquierda de los cbjetos podrian ser definidas en forma simi-
Tar a la lateralidad del cuerpo humano: la parte derecha de nuestro cuerpo es la
ubicada entre la parte delantera y la trasera, girando en ei senndo de las agujas del
reloj. De esta manera una vez identificadas las refercncias adelante v atras de un
objeto, podria determinarse la derecha y la 1zquerda de acuerdo a este modeio.

Un tobogén asi como los demas objetos que permiten ser orientados hace
aparecer ¢l conflicto ya mencionado entre la lateralidad def sujeto y 1a del objeto.

En relacion con la derecha ¢ izquierda, si se define adelante, en relacion
con el lugar de llegada vy atras, en relacion con la escalera, puede definirse la.dere-
cha del iobogén de acuerdo al modelo anterior, que cowcide por otra parte, con la
regidon ubicada a la derecha de un nifio que se deslice por ¢l tobogin.

Volviendo a la actividad tebogan 1

Retomando las tres preguntas que plantea la actividad Tobogan!, queda claro que
no existe para ellas una Gnica respuests, debido a los distintos modelos que pueden
utilizarse para orientar un objeto.

Estas consideraciones pudieron ser corroboradas en la observacion de una
clase de 3er. afio, donde se utilizaba el libro del cual fue extraida la situacién Tobo-
ganl. En ella pudimos observar que la respuesta a cada pregunta estd lejos de ser
uniforme para todos los alumnos, lo cual puede ser explicado desde el andlisis
anteriocrmente realizado.

En el Libro para el Maestro de 3er. afo que acompana al libro para el
alumno del cual fue extraida la actividad Toboganl, se sefiala:
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Elmaesiro de tercer grado® debe asegurarse de que el nifio es capaz de :
* situar respecto de él los scres v los objetos que lo rodean v reconocer
las posictones de los mismos con referencia a su propio cuerpo
observar y descubrir las relaciones espaciales que existen cntre los
seres v entre los objetos que lo rodean. Es decir: explorar su medio.
Los autores indican que en los Libros para el Maestro de los dos afios
anieriores pueden ser encontradas las secuencias y fundamentaciones de esa explo-
racion del espacio. No se realiza ninguna indicacion especifica en relacion con Ia
actividad seleccionada.

Enlos Libros del Maestro de lero. y 2do. afio, se incluye un mismo texto
en relacion con Exploracion y Construccion del espacio, en ¢! cual. sohre 1a utili-
zacion de objetos no orientados como puntos de referencia para la ubicacion d
0tros objetos sélo se menciona lo siguiente® :

Lateralidad. Para lograrla debe:

L. Reconocer los costados de su cuerpo, lateralizarlo (brazo derechs,

izguierdo, etc.)

x

<

Ubicar los seres o los objcios respecto de la orientacion de si cucrpo

Lt B2

Ubicar fa derecha e izquiierda de otras personas o do cuerpos orienta-
dos EE

4. Ubicar objetos a la derecka o la izquierda de seres w aberos orieniu-

dos

5. Ubicar objetos a los costadas de objetos no orientados {peloia, vaso) .

romando como referencia a una persona. Esta etupa es la mas dificil
de lograr.

Es impartante recalcar que no se trata solamente de hacer vivir el espacio
(acciones) al nifio, sino también, rarar de lograr que lo exprese oralmente v fo
represente, pues solo asi adquirird, progresivamente, su wbicacion espaciafl v su
esquenia corporal, tan necesarios en el aprendizaje de la lecto-csoritura v el cal-
culo.

Vemos que este texto no provee a los docentes ninguna indicucidn sobre
los diferentes modelos de orientacion que pueden utilizar los alumnos para respon-
der a las preguntas de la actividad ni recursos metodoldgicos para organizar la
ciase y la confrontacidn posterior.

Ocuparse en la escolaridad obligatoria de los objetivos relativos a la ubi-
cacion espacial, implica hacerse cargo de estas dificultades. El vocabulario corres-
pondiente a las posiciones relativas y a los desplazamientos en el espacio, aplicado
a situaciones familiares es comprendido precozimente, y éste es uno de tos motivos
que puede enmascarar la diversidad de modelos desde los cuales los nifios se orien-
tan a si mismos v a los objetos en el espacio.

Es responsabilidad de la ensefianza hacer jugar a este vocabulario también
su ro! informativo, confrontando a los alumnos con situaciones que los obligue a
precisar las relaciones espaciales en juege e incluso a explicitar las referencias
utilizadas en la comunicacién.

* Corresponde a 3er. afio de la EGB en {a actual denominacion.
* Matemiatical. Libro del Maestro. Editorial Hacherte (1983} Pag. 208-209.
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Tobogan 2

A partir del andlisis anterior y teniendo en cuenta el marco tedrico en el que se
desarrolla esta imvestigacidn se elabord una secuencia de actividades a las que
ilamaremos Tobogan2.

Describiremos  los objeuves, el disefio, el andlisis de la tarea para los
alumnos y {as opciones tomadas para su eiaboracién. Posteriormente se realizara el
anahsis del desarrollo en clase con siumnos de 3er. sfio.

1-Objetivos:

- Determinar relaciones espaciales entre objetos o personas en el entor-

no proximo utilizando punios de referencia

-~ Elaborar un lenguaje apropiado para comunicarlas sin amhigiedades.

Para ello se apunte a: .

- descubrir la necesidad de explicitar los puntos de referencia utiliza-

dos

- explicitar ta posicidn dei ohservador y/o el modelo de orientacion se-

ieccionado -

La finalidad de estas aciividades parz los alumnes,(es la detérmmnacion de
la informacidn necesaria para identificar a los nifios prasentes en la representacion
grafica de una plaza. Se organizaron de tzl manera que la ubicacion espacial de los
nifios respecto de los demas o de los objetos presentes en la situacidn sea una infor-
macion pertinente para la tarea a desarrollar.

2-Diseno:

Los alumnos trabzjan organizados en un namero par de grupos formados por 203
alumnos cada uno.
Primera parte:

La mitad de los grupos recibe ¢l siguiente dibujo.

~
. : oy
[Tamis] )

;

FAOA
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La otra mitad del saldn racibe un dibujo similar, pero que no inciuye el
nombre de los nifios.
Consigna :

“Los alumnos pertenecientes al primer grupo, a quienes lamaremos

“ emisores, recibieron el dibujo de una plaza, donde hay cuatro niiios y
7 cada une de ellos tiene un cartelito con su nombre.

Los alumnos pertenecientes al segundo grupe, a guienes llamaremos

veceptores. tienen el mismo dibujo, pero en los carielitos no estan es-

critos los nombres de los nifos.

Los emisores deben lograr que sus companeros pertenecientes a los

grupos receptores coloquen en el cartelitc de cada nino su nombre

respectivo. Para ello deben enviar la informacion que consideren ne-

cesaria para lograrlo. Estos mensajes deben ser escritos v no inciuir

dibujos ni croquis.

Si a los equipos receptores se les presenta alguna dificuitad, pueden

plantear preguntas por escrito a su equipo entisor, guien las contesta-

ra también por escrito.

Una vez concliida la tarea ios dos equipos compararan sus dibujos v

analizaran los errores, si los hubo v ias:*d{ﬁcufzc:cfes encontradas”

Segunda parie :

Se invierte el rol de emisores y receptores, a partir de un dibujo similar
con nifas (en lugar de nifios) ubicadas en las mismas posiciones. Se organizan la
actividad de la misma manera gue la anterior.

o .

L
. {rasa]
[®ARiR0]

[ricoas

Digitalizado por: I.S.C. Héctor Alberto Turrubiartes Cerino
hturrubiartes@beceneslp.edu.mx



B Pag. 8C ® Eoucacion mateminica B Vol 10 No. 2 - Agosto 1998 ® © GEI &

Tercera parie :

El docente planiea a toda la clase el analisis de alganos de los mensajes
% producidos por los equipos a fin de determinar si permiten o no la asignacion del
nombre de cada nifio. Esta discusién deberia poner en evidencia la necesidad de

plantear acuerdos previos para logiar la comunicacion.
Finalmente, cade par de alumnos elabora un rnensaje a partir de lo discu-
tido en la fase anterior. que permita comunicar de la imejor manera posible las
dCSignarinformaa‘ionef; necesarius para que un alumno ajeno a este grupo escolar

. ) o { ’ : T
pueda a cada nino de la situacidn presentada con su notbre correspondiente. 13105
mensajes son analizados v discutidos en la clase y se elabora en forma colectiva,

[[m[”m ﬂ W?ma las conclusiones de ese andlisis, el mensaje que sera entregado

a un alumno ajeno al grupo.

Algunas precisiones:

—  Laclase se organiza en grupos de 2 o 3 alumnos para facilitar la apa-
ricion de las concepeiones acerca de la orientacion, de cada uno de los
alumnos y a ia vez favorecer los intercambios entre ellos.

~  El ntmero par de grupos permite corresponder a cada grupo emisor
coll un grupo receptor con quien intercambiard los miensajes.

- Si el grupo en el que se desarrolla la actividad no estd mabitvado a
este tipo de trebajo serd necesario dedicar un ¢ierto tiempo a la apro-
piacién de la consigna por parte de les alumnos. En frecuente que los

~alumnos la interpreten como una adivinanza donde se incluyen algu-
nas “pistas’ y donde, a la vez se trata de dificultar el trabajo del recep-
tor.

2-Analisis de la tarea en fincion de la consigna dada

DECISIONES TOMADAS

En este apartado se mencionan las modificaciones que se reahizaron en ia situacién
representada en el dibujo. El andlisis de la secuencia que justifica estos cambios se
realizard en el proximo apartado. k '

Por un lado se eliminaron todas las caracteristicas de los nifios que pudie-
ran servir para identificarlos maés alla de su ubicacién con respecto al tobogén u a
otros objetos. Por otra parte se redujo el nimero de nifios para centrar la discusién
en las polaridades basicas: adelante-atrds-derecha-izquierda. Esto altimo exigia
colocar a los nifios en ciertas ubicaciones especificas, abandonando otras mas com-
plejas que incluia la situacidn original: sobre o debajo del tobogan, sobre {0 en) 1a
escalera, etc. ademas de las ya mencionadas.

En el dibyuje entregado se conservd el muro y los arboles de la situacién
original para permitir utilizarlos, junto con la escalera del tobogan, como referen-
tes objetivos. De esta manera se logré que las discusiones se centraran en las posi-
ciones de los dos nifios ubicados a la derecha y a abajo, respecto de la hoja, dado
que se¢ trata de las dos ubicaciones no identificables facilmente a partir de tales
objetos, por este motivo, fue también eliminado el arenero, lugar de llegada de un
nifio que se desliza por ¢l tobogén.
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DESCRIPCION DE LA TAREA PARA LOS ALUMNOS

Para que ¢t mensaje elaborado permita al grupo receptor colocar ¢l nombre de cada
uno de los niftos, €s necesario incluir en €] la informacion necesaria que permita
identificarios. Dado que las demds caracteristicas como sexo, vestimenta, altura,
~olor del pelo o forma del peinado, ete. han side eliminadas, es necesario recurrir a
su ubicacion espacial respecio de algunoc de los objetos o personas presentes en el
dibujor el tobogdn, los otros nifios. el muro. los arboles o incluso la hoja. so porte
del dibujo. para identificarlos.

Elvecurso a las polaridades de la hoja : arriba, abajo, derecha, izquierda.
permite ideauficar las posiciones de los cuatre niftos a condicion de que se explicite
en relacién a qué se formulan las referencias.

A Matias quedaria definido como el que estd en la parte de arriba de la
hoja. Nicoizs en fa parte de abajo, Pablo a la derecha de la hoja v Ramiro a la
izguierda.

s vlaro que con estas referencias no existe ambigiedad posible en la asi
nacién de fes nombres. Este puede ser ¢: recurso elegido por adultos para elabor
los mensijes pero no sucede lo mismo con los alumnos del ler. ¢icle de la EGB.

’ 51 no se recurre a la hoja como referente, puede utilizarse el muro v la
escalera como referentes objetivos, es decir, independientes de la ubicacion del
sujeto que elabora el mensaje. Estas referencias permiten ubicar a Ramiro y 2 Matias,
pero no 2 Pablo y a Nicolas. Incluso para Matias es necesario precisar que se trata
del niio ubicado més cerca del muro, ya que los cuatro nifios se encuentran delante
del muro.

Las demés formas de identificar a los nifios, dependen de la ubicacion dei
sujeto que las utiliza (ubicacidn real o simulada: “poniéndome en la escalera, a la

- derecha...” y no siempre pueden ser comprendidas por un receptor si no son
exphcuad“s

-
&
ar

En todos los casos es necesario determinar puntos de referencia, ya sea el
tobogdn ¢ algunas de sus partes, otros objetos ajenos al tobogan, puntos de referen-
cia relativos al sujeto que observa, o 1ncluso {a hoja en si, soporte del dibujo.

w

ANALISIS DE LA SITUACION PLANTEADA

L4 situaci. 1 Tobogan2 esta construida a parttir de una situacion de comunicacion
en la que un grupo emisor que posee una infermacidn (el nombre de los nifios)
debe comunicarla al equipo receptor que no la posee. La informacién enviada de-
beria permiurle colocar el nombre correspendiente a cada uno de los nifios.

Para los emisores, se trata de caracterizar cada unc de los nifies 2 {in de
permitir su identificacion. Para ello deben determinar la informacion pertinente,
seleccionarla y comunicarla (elaborar un lenguaje apropiado) por medio de un
mensaje. La posibilidad de establecer relaciones espaciales de los nifios entre ellos
o con los objetos presentes aparece COmMO una caracteristica pertinente de la situa-
cidn.

Para los equipos receptores se trata de una tarea de decodificacion. El pro-
blema para elios es de saber decodificar las informaciones trasmitidas para trans-
formaries en acciones: establecer el nombre de cada uno de los nifios.
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Esta orgamzacion de la actividad, caracteristica de las situaciones de
formulaczon definidas en la teorfa de las situaciones didacticas (Brousseau 1986}
ohlipa a los alurmos @ determinar primero que ia ubicacién espacial de los nifos
puede constituir un recurse pertinente para resolver ia tarea propuesta y postericr-
mente a claborar las relaciones espaciales en juego, mientras que en la situacién
Tobogdnl se trata de imterpretar las relaciones espacizles explicitadas en el texto.
En esa situacion solo se plantea la tarea reservada a 1os receptores de la secuencia
Tobogan2. .
Por otra parte Tebogan? hace ju"ar al conocinientio 1nvolucrado un rol
bastante cercano al que juega en ias situactones habituales de ubicacion espacial,
yit gue o hz;‘;c;omznﬁaw especifica del vocabulario espacial es comunicar informa-
con 2 alguien qn ¢ 1o la posee. Esto permite a los alumnos atribuir una significa-
cién proxima a fa de las pracucas de referencia de los conocimientos elaborados en
esa sHuacion,

Caonsideramos que Ja situacién Toboganl no pemﬂiré necesariamente a
los nthos cuestienarse los conocimientos espaciales gue poseen ni hacerios evolu
cionar Una posible discusion entre ellos, organizada por el docente después de fa
tarea, aungue no ¢std expresamente planteada en el libro, podria permitir fa toma
de concicneoia de d}uur')s lumnes de la existencia de modelos diferentes de orien-
lacion, pera dado gque estos modelos no son puestos posteriormente en juego ni
confromtados con los resultados obtenidos, la reflexidn podria resultar insuficiente
para hacerlos evolucionar. buscando las precisiones necesarias y la determinacion
y explicitacion de puntos de referencia.

En un segundo momento de la secuencia Tobogan2. los alumnos se en-
frentan a una situacion de validacion tanto en relacion con el vocabuhrio utilizado
como a la pertinencia de la informacion explicitada. Una primera fase de 1a valida-
c1on del mensaje esta dada por la denominacidn correcta de cada uno de los niftos
por parte de! grupo receptor. Una segunda fase ocurre durante la discusion y los
acuerdos que legran los alumnos al analizar las dificultades presentadas para ela-
borar v comprender el mensaje. Es fundamentalmente después del segunde inter-
canibio de mensajes cuando los alumnos tienen la oportunidad de analizar la vahidez
de sus mcumjes en una discusion colectiva monitoreada por ¢l docente.

Alo largo de la secuencia, en particular en las primera y segunda parte, s¢
busca un funcionamiento a-didactico (Brousseau 1986) de los alumnos frente a la
situacién planteada, es decir un funcionamiento independiente del docente en cuanto
a que ¢ste deja de ser el proveedor del conocimiento necesario para la resotucion
del problema. El desarrollo de situaciones a-didacticas y el establecimiento de re-
laciones a- dldacncas de los alumnos corn la situacion garantizaria una mejor cali-
dad de los aprendizajes ligada al hecho de que los alumnos son capaces de atribuir
un significado proximo al de las practicas de referencia de los conocimientos cla-
borados.

© Si bien se trata de una situacion didactica, es decir organizada por el do-
cente para hacer adquirir a los alumnes un saber especifico, la redaccion del men-
saje y su envio al otro equipo se organiza como una fase a-didactica: los alumnos
deben determinar por si mismos las relaciones espaciales en juego y formularlas en
un vocabulario comprensible por los receptores. El logro o no de la tarea por parte
de los receptores permite conocer la validez de la informacion utilizada para ela-
borar el mensaje.
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Es necesanio aclarar aqui, que la validacion estabiecida por ese recurso
puede ser parcial. 51 los dos grupos (emisores y receptores) utilizan modelos de
orieniacion diferentes (y explicitarlos es uno de los objetives de la secuencia) el
mensaje puede ser correcto en cuanto za la informacién enviada y al vocabulario

% utilizado y sin embargo los receptores no pueden cumplir con su objetivo de iden-
tificar a los nifios para colocar su nombre debido justamente a la utilizacién de un
modelo diferente para interpretar ¢l mensaje

O bien. lograr la tarea debido a imr)hut o5 {es el que gueda, debe ser Nico-
1ds) o a formulaciones ambiguas que son comprendidas por el equipo receptor en el

mismo sentido que el emisor. Este sera analizado en el siguiente apartado.

REALIZACION DE 14 SITUACION EN L4 CLASE DE 358, ANO

La secuencia Tobogin? fue desarrollada en dos clases® de 3er afio pertenecientes a
dos escuelas diferentes.” La duracion total del desarrollo de la secuencia fue de
tres modulos de T hora cada uno. Las clases, las intervenciones y las discusiones
ntre los alumnos y con el docente fueren regisiradas® en su totalidad. Fueron re-
cgidos y analizados los 26 mensajes elaborados en las diferentes instancias de la
cuencia en ambas clases en forma grupal, colectiva o por parejas de alumnos.

o

7y

co

Las condiciones de desarrolio de la secuenci
escuelas. En una de ellas, el escaso trabajo gru y de situaciones de comunica-
¢16n previos provocd una mayor dificultad para comprender la consigna y apro-
piarse del problema. Esto marca una diferencia con la otra clase donde el estilo de
trabajo previo, de abundante trabajo grupal y colectivo v de actividades especifi-
cas de analisis y de discusidn, permitié una comprension inmed:ata de la consigna.
Una vez comprendida, todos los alumnos utilizaron la ubicacién espacial de los
nifics en sus mensajes, pero no siempre fue posibie para ei equipo receptor colocar
los nombres de los nifos, debido al uso de modelos de orientacién diferentes.

Algunoes grupos plantearon una orientacion Ginicamente en funcion det to-
bogan, determinando claramente un adelante (lugar donde se llega después de des-
lizarse) y un atras (cerca de la escaleray, pero variando la asignacién de derecha e
izquierda. Algunos se imaginan o hacen el gesto correspondiente, ubicados desde
la escalera para definir la derecha e 1zquierda; otros desde el arenero, Jugar de
Hegada, las definen en el sentido contrario, lo que muestra gue tanto el ohjeto en si,
el tobogan, como ¢l movimiento que se realiza en é1 determinan méas claramente el
adelante y atrds que la derecha e izquierda

Esta constatacion coincide con los resultados de investigaciones como la de
L. Lurgat {1976) quien menciona que la designacion adelante-atras estaria determi-
nada preferentemente por el objeto mientras que el par derecha-izquierda quedaria
determinado por el sujeto y concluye: “la erientacion del medio amibiente por el par

C1a fda}”(‘d diferentes en ambas

spal
a

adelanre-atras domina la orientacion subjetiva que caracieriza las referencias deie-

¢ Agradccemos a la docente Miriam Flores su busa disposicién para que sus clases sean observadas y el estar
siempre dispuesta a probar, anafizar o modificar propuesias.

? Las grupos escolares perienecen a las Escuelas 291 y Colegio Saint Pairick de 1a Poia. de Corrientes, Argentina
F Agradecrmos 2 las integrantes del Equipo de Matemitica del Censejo Gral. de Fducacién de ta Peia. de Corrien-
tes : €. Camerano y €. Barrionuevo su participacion en estas observaciones, regisires v desgrabaciones y su dispo-
sicién para los numerosos intercambios reafizados acerca del tema que nos ocupa
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cha-izquierda. Para adelante v atrds, el nifio se dusp ﬂ’nde Jc su propia subjenwdad
mientras que queda preso de ella para la izquierda y la derecha’™ .
En cuanto a fa proveccion del esquema corporal sobre el tobogan, no en-
contramos en ningln caso alumnos que ia realicen por traslacion de su esquema
& pero si por rotacidn o simetria. Uno de los nifios, 1osé, pasd al pizarron para indicar
& a sus companeros (y a nosotros) como determina la derecha e 1izquierda. Colocado
de espaldas al pi?:ﬂ'rén sabre el dibujo del tobogan y enfrentade a la clase, define
« con su cuerpo un eje casi vertical qne divide al pizarrén en dos zonas: la derecha y
laizquierda, quedando asi dos nifes en cada una de las zonas: Matias y Ramiro en
ia zonaderecha v Pablo y I\;col'* sen laizquierda. Enla ﬁxd'&&)i”iiﬁiéf] del mensaje de
la Jera. clase perfecciona esta asigrnacion determinando ademds un ¢je horizontal,
quedando Ramiro 2 e derecha adelante, Matias @ la derecha atrds, Pablo a la iz-
quierda atras v Nicolds a laizquierda adelante. ;
Este tipo de orientacion es presenmtado por José en cada una de sus inter-
venciones a fo largo de las tres clases pero a0 es comprendida por sus companeros.
a pesar de sus retteradas explicaciones. En la uluma clese cuando se anahizaban
- distintas pro*&uesta‘:, declara que zcepta las de los demas porgque pernmiten com-
preader la ubicacidn de los nifios, mas claramente que la suya.
Otro de 10 umnos, Antonio, propone asignar la derecha e 1zquierda pro-
- yectadas por tras‘a cion desde su esquema corporal sobre ¢l tcbogan y realizar una
proveccién similar usando también la de;euha x?qmerd.; segln un ¢je perpendi-
cular al anterior, cambiando su posicion desde: frente al tobogén a: sobre la esca-
lera. A lo largo de las tres clases pudimos observarlo gesticulando con sus manites
paimas para arriba y ubicéndese primero frente al tobogan luego desde la escale-
. Comprendia claramente la dificultad de su sistema de referencias pero esa
misma dificultad le impedia elaborar un lenguaje que le permitiera comunicarlo.
v Podemos sefialar que las asignaciones mds frecuentes son las producidas
& por simetria y las determinadas por el tobogan misme, considerando como adelan-
te el lugar al cudl se llega luzgo de deslizarse por €l. En los mensajes por parejas
claborados en la 3° clase, un 75% de los nifios sitta a Pablo delante del tobogan.
Algunos alumnos precisan a(in mas esta formulacién, buscando otros referentes
objetivos que eliminen la ambigiledad en el mensaje cemo: delante de las patas a’e
la bajada del robogdn o enfrente de la punta de la bajada del 1obogan.
En algunos grupos se predujeron formulaciones gue superaban la aparente
(no necesariamente explicitada) contradiccion entre dos modelos diferentes. En
uno de ellos al finalizar la clase, uno de los observadores interroga a dos alumnas
sobre el mensaje elaborado por ambas:
Obs. : (Y a ver Sara, a vos cual 1e parecia que estd adelante del robogdn?
Sara: ésre (Nicolas)
Obs. @ ¢y el gue estd atras?
S: éste (senala a Matias)
Obs. : (v a vos?
Julieta: éste (Pablo)
Obs. : ;jy atras?
I éste (Ramiro)

9 Lz investigacion a la cual se refiere esta conch'smn ha sido rezlizada con niftos de 4 a2 6 o 7 2d0s.
10'Y aceptando a la vez que “ayer me ponia acd”, en relacién con la zouz proxima a la bajada del 1obogdn
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Obs. @ asi que para Julieta el que esta detras dei tobogan es Matias ¥y para

Sara el que esta detras es Ramiro

Las dos: si

Obs. 1 ;v gué hicieron?

{(se rien)

Obs. : .y comoe mandaron el mensaje?

Sara (riendo): el que esta adelante del muro es Matias.

Nos interesa rescatar que los alumnos tomnan conclencia de la dificultad de
caractenizar la posicion de los nifios en et dibujo, en particular en la asignacion de
los puntos de referencia del eje: derecha e izquierda.

Las referencias derecha-izquierda y en particular la discasion con respec-
to a qué o quien fueron dadas, no fueron utilizadas de Ja misma manera por todos
los alumnos. Para algunos se constituyo en una discusion muy nmportante, para
elros, conscientes de la dificultad que podria provocar en los recepiores evitaron
su utilizacton en la mayor parte de las veces.

La utilizacion de otros puntos de referencias ohjetivos, exteriores al tobo-

.

can como la pared o internos a él como la escalera {cuando utilizan «al lado de” v
no a la izquierda o derecha de ella), les permitid empezar a cuestionar los sistemas
empleados previamente y a buscar referenciales que gliminen la ambigiliedad de {a
informacidn enviada. La referencia “Ramiro esta al lado (o detras) de la escalera”
al constituirse en una formulacidn objetiva e incuestionada, permitié en muchos
grupos dudar de las denominaciones realizadas anteriormenie.

Estas referencias aparecen en todos los mensajes elaborados en la Gltima
parte de la secuencia, sin que esto hava sido discutido y acordado explicitamente.

Il tipo de organizacién de la secuencia, con elaboracidon de mensajes en
pequenos grupos, discusiones cntre los grupos correspondientes y andlisis grupal
de las dificultades, permite que las formulaciones maés claras se empiecen a difun-
dir entre los alumnos y sean aceptadas ain st no han sido explicitamente mencio-
nadas como mas economicas vy no s¢ hayan realizado los acuerdos necesarios.

Por e¢jemplo, uno de los grupos utiliza la expresion “cerca de” para ubicar
a los nifios en la plaza con referencia a la escalera, al muro o 2 otras personas
presentes. Si bien no ¢xiste ambigiiedad en la comunicacién cuando se ubica “cer-
ca de” la escalera o del muro, ubicar a uno de los nifios en funcion de 1a ubicacion
de los otros exige un cuidadoso orden en las formulaciones realizadas, ninguna
puede incluir a uno de los nifios no ubicados previamente. El grupe receptor de
este mensaje, cuando elabora el suyo, adopta también la expresién “cerca de” para
ubicar a los niflos de {a situacién, pero presta mucho cuidado 2] orden en que enun-
cia las ubicaciones. Ambos grupos abandonan tal expresién, una vez que conocen
y s¢ comentan otras relaciones espaciales mas claras y precisas, establecidas por
sus compaiieros de clase.

Dado que algunas de las formas de orientar un objeto se relacionan con el
propio cuerpo, la posicion de los 2lumnos en la clase con respecto a la hoja con el
dibujo, es una variable importante; s1 bien se decidié ubicarios de un solo lado de
la mesa, esta variable no pudo ser controlada totalmente ya que los alumnos asu-
men durante la actividad, posiciones diferentes, colocandose s veces sohre los bor-
des laterales de la mesa. Las referencias “a la derecha de” o “delante de” pasan asi
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a ser diferentes segun sca la posicion del nifio que las formula. Incluso, la posicion
elegida para determinar la dereche e izquierda del tobogan se vio en ocasienes
influenciada por la posicion de os nifos en 12 mesa. Asl, cnouna de las parejas,
Micaela, sentada a la izquierda umula colocarse en la escalera, en cambio, Juan
Pedro, sentado a la derecha se ubica en lz bzjada del 1obogan para des ignar la
derecha e izquierda del tobogan.

Algunas de estas difersncias fueron eliminadas durantelae laboracién del
mensaje, otras nerdutaron en las discusiones posteriorzs.

Al final de las tres clases podemos afirmar gue la actividad provoca en
todos los alumnos la elaboracion de relaciones espacizies ¥ la necesidad de preci-
sar las referencias que pueden ser utilizadas. Los alumnos evolucionan en las
formulaciones a partir de la necesidad de precision apertada por la comprensien ¢
no por parte de los receptores del mensaje enviado, por elanalisis y discusién entre
los alumnos vy con el docente y por la bisqueda de tormulaciones que perm itan
eliminar la ambigiiedad en ia comunicacion.

Sin embargo. 1a determinacién de acuerdos previes entre los grupos y la
explicitacién de los modelos de orientacion diferentes no fue orgamizada por el
docente' quedande en general, a cargo de los zlumnes tomar conciencia de las
dificultades y elaborar formas de comunicacidn diferenies que les pernritiera supe-
rarlas. Con frecuencia los alumnos evitan las contradizciones o ambigiiedades que
aparecen en las parejas o grupos. realizando una scbre-interpretacion de la infor-
macion presente (deben querer decir...) o determinands nombres o lugares en fun-
cién de otros motivos ajenos a lo que plantea ei mensaje. Por ejemplo, a fo largo de
la secuencia, casi todos los grupos receptores ubicaren correctamgnte el ultimo
nific del mensaje debido justamente a que era el ultimo que quedaba por identifi-
car, sin volver sobre |2 comprension o coherencia de iz informacidn enviada para
ubicarlo. Si las dificuliades, conradicciones o ambigtedades que aparecen en los
equipos, no son retomadas por el docente v sometidas 2 discusion, el acuerdo entre
los componentes del equipo es suficiente en algunos casos para abandonarlas y
avanzar,

Este nos permitio determinar la necesidad de una reformulacion de la se-
cuencia en el sentido de precisar las intervenciones dzi docente; estas intervencio-
nes deberian permitir la discusion y la determinacidn de acuerdos parciales que
jalonern el desarrollo de la secuencia, pasando a convertirse en conocimentos acor-
dados por todos y que favorezcan el avance en el aprendizaje. Por ejemplo, la
utilizacién de la escalera como referencia objetiva para ubicar a Ramiro, deberia
ser discutida y acordada tempranamente; de la mismia manera los modelos diferen-
tes de orientacidn del tobogén que aparecen pueden ser explicitados después de
los primeros intercambios de mensajes. Es necesario crganizar actividades especi-
ficas relativas al establectmiento de acuerdos entre los equipos correspondienies,

- actividades de elaboracidn de nuevos mensajes dénde se pongan a prueba los acuer-

dos establecidos y de analisis posteriores para su refermulacién. Por otra parte es
necesario discutir y establecer con el docente criterios de seleccion de los mensa-
jes méas pertinentes para analizar y discutir 12 necesidad de acuerdos previos y a
como se explicitan.

11 E} disefio de la secuencia no explicitaba claramente cuales podnian ser ios recursos del docente para realizarlo.
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La tiltima parte de la secuencia, redactar un mensaje para una persona aje-

na al grupo escolar, exige encontrar formulaciones en las que puedan ser explicitadas

as referencias utilizadas, dado que no se pueden acordar previamente, como podia

ser el caso en el intercambio de mensajes entie Jos integrantes de una clase. Nueva-

mente es el docente quien debe organizar esta fase de la secuencia, dejando bajo la
responsabilidad de los alumnos la determinacién de tales referencias.

En conclusion, las dificultades en la elaboracion v utilizacién de relacio-
nes espaciales, en la explicitacion de modelos de orientacidn y on la necesidad de
proveer mayor informacion relaiiva por ew:mp.o a la posicion del observador, si-
guen presentes en alumnes de der. afe. La situacién fut‘n yan? permite planteario
claramente y legrar que los alumnos no solo elaboren relaciones espaciales sino
que cuestionen su validez para cemunicar informaciones y evolucionen en sus
concepiualizaciones sobre un tema ten complejo, porque como dijo José con aire
un poco desconsolado: “Hay tantas derechas 17
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Capitulo 8: El aprendizaje de las matematicas en la
escuela secundaria: acceso de los estudiantes a
ideas matematicas importantes’

Teresa Rojano

8.1. Introduccién

Este capitulo trata, desde diferentes perspectivas, el tema del acceso de los estudiantes
de nivel secundario a ideas matematicas imporiantes. Una de estaé perspectivas esta
relacionada con los procesos cognitivos que se dan en las conceptualizaciones
importantes, y con los que se presentan en la evolucion de los nifios a través de los temas
de matematicas escolares en este nivel educativo. £l segundo enfoque esta relacionade
con el concepto de educacion secundaria. Este concepto varia para cada pais, no solo
respecto a la edad de los estudiantes, sino también en el énfasis que se eierce sobre la
funcién de este nivel educativo en la preparacion de los esludiantes para su entrada
a la educacion preuniversitaria, o bien como la etapa final de la educacion basica. que en
muchos paises representa la Ultima etapa educativa para un gran porcentaje de la
pobiacién. En este sentido, el enfoque determina e! énfasis particular que se dara
al contenido curricular. En un tercer enfoque se analiza la importancia que ha adquirido el
uso de las nuevas tecnologias en los contenidos de la ensefanza matematica vy en la
organizacion del salon de clases. Por (ltimo, se comenta la inevitable perspectiva sobre
la entrada al nuevo milenio ya que ha impuesto importantes reformulaciones sobre qué es
lo que se debe ensefiar, como ensefarlo y para qué. De acuerdo con algunos investi-
gadores, el nuevo milenio serd el escenario de nuevas exigencias de preparacion
matematica para todos y esto debeia considerarse para los estudiantes mas jdvenes
dentro del sistema escolar.

LLas cuatro perspectivas presentadas dar origen a cuatro correspondienies elementos
de investigacion. En este capitulo se discutiran algunos de elios y se prestara especial
atencion —desde la perspectiva de ios procesos cognitivos y las influencias de las nuevas

En English. Lyn {comp.). Manual de swestyacion ntemacional en fa educasion de ias
matematicas {en prensa).
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herramientas de aprendizaje en la educacién de las matematicas— a los puntos que
podrian ser considerados como criticos para el impulso de nuestro conocimiento sobre
factores claves que favorecerian (u obstaculizarian) el acceso de los adolescentes a
poderosos conceptos matematicos. Se tiene entonces que el contenido de este capitulo
esta estructurado de acuerdo con estas perspectivas y el trabajo de investigacion
relacionado. La segunda y cuarta perspectivas se combinan para presentar el contenido
de la seccion 8.4.

8.2. Procesos de transicion en el pensamiento matematico del
adolescente

Al hacer referencia al acceso de los adolescentes a las ideas matematicas importantes, la
palabra “importantes” se puede interpretar de varias formas. Por ejemplo, en términos de
los procesos de transicion que experimentan los adolescentes cuando empiezan
a estudiar algebra o geometria sintética, éstos los hacen conscientes del poder de la
generalizacion al trabajar con “lo desconocido” (cantidades) y la verificacion de conjeturas,
ambos conceptos considerados ideas importantes ya que promueven los procesos de
fransicidn y permiten a los estudiantes acceder a niveles superiores al pensamiento
especifico, numerico y de percepcion. Tenemos, por consiguiente, que las ideas
importantes en las matematicas no son necesariamente nociones avanzadas vy
poderosas, sino nociones clave que proporcionan un acceso real a estos conceptos. Por
lo tanto, al menos en el contexto de los procesos de transicion, las ideas matematicas
importantes adquieren un caracter relativo porque dependen de su capacidad de apoyar
la evolucion del pensamiento matematico del alumno hacia niveles mas abstractos,
formales y complejos. En las siguientes secciones analizaremos algunas ideas
matematicas importantes segun se especificd anteriormente, esto es, en el contexto de
los procesos de transicion que se dan en el paso de la escuela primaria a la secundaria.

8.2.1. De la aritmetica al algebra

Durante mucho tiempo se pensd que el paso hacia el pensamiento algebraico se
presentaba, en la mayoria de los estudiantes, entre las edades de 11 y 16 afos. Esta
suposicion cambié hacia finales de la década de los 70 con los resultados presentados
por autores como C. Kieran que investigaba la interpretacion del signo de igualdad, tema
esencial de investigacion para la elaboracion de posibles explicaciones a las dificuftades
de los estudiantes que empiezan a aprender algebra simbdlica (Kieran, 1981). E! trabajo
de Kieran y de otros investigadores (Matz, 1980; Booth, 1984), donde se analizaron los
errores y malentendidos recurrentes en el estudio del élgebra, permitié establecer como la
variacion en el significado de los simbolos matematicos durante la transicion de
la aritmética al algebra representaba un obstaculo en la evolucion de los sujetos hacia la
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adquisicion del lenguaje algebraico. En la siguiente tabla se presenta este cambio en el

significado de algunos simbolos que aparecen en las matematicas escolares de primaria y
secundaria.

Tabla 1
Simbolos Aritmética Algebra
T, operaciones binarias; operaciones binarias;
operaciones ejecutables operaciones suspendidas

{ con algoritmos aritméticos

314 =7, 37-8=19 34X, 2x-1y

operaciones ejecutables
con reglas algebraicas

| 3xx-7x = -3x

doble significado

operacion binaria,
operacién suspendida
a-b

?
operacién binaria ejecutable |
en dlgebra

23n-11n =12n

signo unitario: -7

Operador: equivalencia, igualdad
restringida, igualdad

operaciones = resultado funcional:

12+7=19 2{a+b) = 2a+2b
7x-4 = 28x+15
y = 3x-2

a b c.o.n Xy area, volumen y férmulas Cantidades
Cor T fisicas desconoccidas, variables

y numeros generales
bxh2,v= xr3 v=df

Concentracion de significado aditivo: significado multiplicativo:
caracteres
324 = 3 centenas, mas 2 3a=3veces a
decenas, mas 4 unidades

La tabla anterior muestra, de forma esquematica, como cambia el significado de los
simbolos operativos al cambiar de un dominio del conocimiento al otro. Los simbolos + y -,
que en la aritmetica representan operaciones ejecutables con los algoritmos de la adicion
y la sustraccion y gue conducen a un resuitado numerico, al pasar al campo del aigebra
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se convierten en terminos que contienen literales, o que representan también operaciones
suspendidas (en expresiones como 2x + 7), donde los algoritmos o las reglas de ejecucion
no necesariamente se aplican, o también representan operaciones ejecutables con reglas
algebraicas (como en 3x + x — 7x) a través de las cuales se obtiene un resultado (-3x). En
el algebra, los simbolos + y — también pueden ser unitarios, como en el caso de los
numeros relativos =7, +5, -32.

Por otra parte, debido a su cercana relacion con los simbolos operativos, el simbolo
= en la aritmetica funciona como un operador que “transforma” el miembro izquierdo de
una igualdad en un resultado numérico que aparece en el miembro derecho (como en 12

entre dos expresiones (como en 2 {a + b) = 2a + 2b) o puede representar una igualdad
restringida, o ecuacion (como en 7x — 4 = 28x + 15), o bien una relacion funcional (como
eny = 3x + 2). En la aritmética, las letras se utilizan casi siempre como etiquetas que
evocan referencias muy especificas, pero que son susceptibles a sustitucion numérica,
como en las formulas geométricas (a=bxh,c=2 r).

La concatenacion de simbolos también obedece a diferentes convenciones dentro
de la aritmetica. La yuxtaposicion de niumeros como, por ejemplo, 324, corresponde a la
notacion en el sistema posicional y es aditiva: 3 centenas, mas 2 decenas, mas cuatro
unidades. Por otro lado, en el algebra “3a" tiene una interpretacion muitiplicativa:
"3 veces a”.

Durante la década de los 80, la investigacién realizada sobre el pensamiento
algebraico mostré que estas diferencias en el significado de los simbolos en si y de las
cadenas de simbolos pueden resultar en serias dificultades para los nifos de secundaria
que estan aprendiendo algebra. Esto nos indica que, para propésitos educativos, el
algebra no debe continuar concibiéndose como una “extension de la aritmetica™ Por su
parte, a finales de la misma década. en el area de la investigacion se dio gran importancia
al enfoque sobre la evolucidn del conocimientc matematico escolar basado en la
superacion de los obstaculos didacticos de origen epistemolégico. En el caso especifico
del dlgebra escolar, este enfoque esta ligado con los cambios antes mencionados sobre la
importancia asignada a los simbolos y las acciones que representan (Filloy y Rojano,
1996).

Ademas del habito formado sobre las interpretaciones de los simbolos aritméticos, las
dificultades que las interpretaciones y acciones del lenguaje natural generan en el
momento en que los alumnos inician el estudio del algebra, también se han estudiado
(Freudenthal, 1983). Un ejemplo clasico de esto es que la escritura de izquierda
a derecha, caracteristica de los lenguajes como el espafiol y el ingles. incluye a la
escritura del algebra, de tal manera que los estudiantes tienden, por ejemplo, a escribir
una cadena de igualdades en vez de expresar ¢l reestablecimiento de la igualdad en cada
paso de transformacion durante las tareas de resolucion de la ecuacion:

' Problema: Resolver la ecuacion 2x + 7 = 18x — 9
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Reestablecimiento de la igualdad (secuencia vertical):

2x+7=18x~-9

7 +9=18x — 2x

16 = 16x

x = 16/16

X =1

Cadena de igualdades (secuencia de izquierda a derecha; generaimente utilizada por
principiantes en el algebra):

2x+7=18x-9=18x — 2x...

A continuacion se muestra cémo trabajd una nifa de 13 afios (Matilde), que acababa
de aprender a resolver ecuaciones lineales utilizando un modelo concreto (geométrico).
Estos son sus primeros pasos en el dominio de la sintaxis del algebra durante una
entrevista (Filloy y Rojano, 1989):

Ecuacion a resolver: 129x + 51 = 231x

Matilde escribi¢: 129x + 51 = 231x - 129x = 102

M: “Por lo tanto, x es igual a dos”™.

La secuencia de igualdades, escrita de izquierda a derecha, tiene sentido en las
transformaciones tautolégicas (identidades algebraicas) pero no en los problemas de
resolucidon de ecuaciones. Esto confunde a los estudiantes, ya que no poseen los criterios
para discriminar las situaciones matematicas donde es posible actuar como en otros
dominios de lenguaje (la aritmética o los lenguajes naturales). Este tipo de dificultades con
las reglas de la escritura algebraica, que son parcialmente la consecuencia de
convenciones lingtisticas del lenguaje natural, también se pueden explicar en términos
del orden temporal que tiende a gobernar la secuencia de acciones o, como en ef caso de
Matilde, por el orden de las acciones realizadas en un método concreto de ensefanza,
que se transfieren a las acciones de transformacién de una ecuacion.

Se han realizado muitiples investigaciones sobre las dificultades que presentan los
estudiantes para entender y utilizar el lenguaje algebraico como consecuencia del uso de
sus lenguajes diarios y de sus nociones previamente adquiridas, como la aritmética y la
lengua materna. Enire estos estudios se encuentran algunos que van desde lo clinico e
historico-epistemologico (Filloy y Rojano, 1984, 1989; Rojano, 1996), hasta disertaciones
tedricas con un énfasis en los planos cognitivos (Sfard y Linchevsky, 1994; Hershkovics y
Linchevsky, 1994), linglisticos o semidticos (Krishner, 1987; Drouhard, 1992: Arzarello,
1995; Puig y Cerdan, 1990; Lins, ...) y estudios piloto o de trabajo experimental (Cortes.
1995; Bell, 1996; Bednarz y Janvier, 1996, Bednarz, Radford, Janvier y Leparge, 1992;
Stacey y MacGregor, 1995; Kieran et al., 1996; Rojano y Sutherland, 1993). Algunos de
estos autores han sefalado la existencia de saltos 0 brechas conceptuales que
representan las fronteras entre el pensamiento algebraico y el aritmético, y le dan gran
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importancia al estudio de los posibles enfoques de ensefianza que ayuden a los
estudiantes a superar los obstaculos de aprendizaje que aparecen al cruzar estas
brechas. En resumen, los autores sostienen que:

* Los estudiantes nuevos tienen dificultades para trabajar con “lo desconocido”, es
decir, con cantidades desconocidas. Existen pruebas sobre la incapacidad de los
estudiantes de extender, de manera espontanea, las acciones que realizan para
encontrar el valor de x en una ecuacion del tipo Ax + B = C (donde A, B y C son
numeros conocidos), hacia ecuaciones del tipo Ax = B = Cx £ D, ya que en esos
casos es necesario operar con “lo desconocido’, es decir, con los términos que
contienen a x (Filloy y Rojano, 1989). Sfard y Linchevsky explican este fenémeno
en terminos de la dualidad proceso-objeto y de la transicion de lo operativo a
lo estructural a través de la materializacion y sefialan que este paso constituye una
fuente de enormes dificultades para los estudiantes que estdn empezando
a aprender algebra (Sfard y Linchevsky, 1994).

» La resolucién de problemas de palabras, que en el algebra incluye especifi-
camente la traduccidén de un texto al codigo algebraico, representa otra dificultad
para los estudiantes en este nivel. El trabajo de Stacey y MacGregor (1993), asi
como las investigaciones de Bednarz ef al. (1996), ilustran claramente este salto
cognitivo. Por otro lado, Puig y Cerdan (1990) utilizan métodos clasicos (el método
analisis-sintesis y el método cartesiano) para establecer las diferencias existentes
entre los problemas aritméticos y los algebraicos y caracterizarlas.

- La mayoria de los estudiantes de nivel secundario no pueden conectar por si solos
los dominios de conocimiento que constituyen, por un lado, el algebra manipulativa
y por otro, el algebra instrumental para la resolucién de problemas. Rojano y
Sutherland (1993} mostraron ¢dmo los estudiantes logran conciliar ambos
aspectos del dlgebra a través de codigos intermedios (entre el lenguaje natural y el
algebra), similares a los cddigos algebraicos, en los cuales estan presentes los
referentes que provienen del contexto del problema (véase la seccion 8.2.2. para
una explicacion detallada y el método de las Hojas de calculo para resolver
problemas de palabras).

» El estudio del algebra como lenguaje, tanto desde las perspectivas de la semidtica
y la pragmatica (Filloy y Puig) como de la linglistica (Kirshner, Drouhard,
Arzarello), revela caracteristicas intrinsecas que pueden convertirse en obstaculos
para los usuarios que desean dominar este lenguaje.

« Una introduccion temprana al algebra revela que el desarrollo adecuado del
sentido operativo (adicion) permite a los estudiantes de nivel primario experimentar
los procesos de transicion hacia una forma de pensar algebraica, por ejemplo, a
través de la adicién de cantidades desconocidas o numeros arbitrarios (Slavit,
1999).

En resumen, la investigacion que se realizé hasta la década de los 80 nos advierte
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sobre las dificultades que enfrentan los estudiantes en su transito al pensamiento
algebraico y sugiere la necesidad de estudiar a profundidad la naturaleza de los
obstaculos didacticos, cognitivos y epistemolégicos que conducen a estas dificultades.
Por otra parte, esta investigacion nos refiere a la enorme influencia que las tendencias
basadas en el uso cotidiano del lenguaje natural y en el habito de la forma aritmética de
pensar tienen en la interpretacién de los estudiantes y en su produccion de simbolos
algebraicos, asi como en la manera en que los estudiantes aprenden los métodos de
resolucion de problemas algebraicos.

Por otra parte, en investigaciones posteriores se pudo observar una tendencia a
contestar preguntas planteadas en otros estudios. Estas esclarecen la naturaleza de las
dificultades en la adquisicion del lenguaje algebraico. Por ejemplo, la investigacion sobre
una introduccion temprana al algebra y el uso de formas intermedias de expresion y
operacion (entre lo aritmético vy lo algebraico) para acercar el algebra manipulativa con la
resolucion de problemas (Noss, 1986; Hoyles vy Suther!and, 1989; Hershcoviks vy
Linchevsky, 1994; Brown et al., 1999; Goodson-Espy, 1998).

En ambos casos, los resultados obtenidos sugieren nuevos caminos que permitiran
continuar la investigacion. Por ejemplo, gquedan varias preguntas sin responder sobre el
lenguaje algebraico “en uso” y sobre las rutas de transformacion que existen entre los
metodos intuitivos del nific y los métodos escolares para la resolucién de tareas
algebraicas.

8.2.2. Del pensamiento especifico al general

El transito de lo especifico a lo general esta presente en diferentes grados en todas las
tareas matematicas escolares, ya que la generalidad y, por tanto, la generalizacion, son
endémicas al quehacer y aprendizaje matematico (Mason, 1989 y 1996). Sin embargo,
este paso se enfatiza en particular en el nivel de escuela secundaria dado que los
estudiantes ya son capaces de acceder a representaciones simbdlicas (algebraicas) que
les permiten alcanzar un nivel manipulativo de la generalidad. Los procesos
de generalizacién (el paso de lo especifico a lo general) en las matematicas escolares se
pueden ilustrar con el “ciclo de generalizacion™ (Mason et al., 1985):
+ Percepcion de la generalidad (reconocimiento de un patrén, por ejemplo, en
secuencias numeéricas).
+ Expresion de la generalidad (dilucidar la regia general, verbal o numérica, para
generar una secuencia).
+ Expresion simbdlica de la generalidad (obtener una férmula que corresponda a la
regla general).
« Manipulacién de la generalidad (resolucion de problemas relacionados con
la secuencia).
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Figura 1

Bl dibujo de la izquierda representa un
grupo de rectangulos superpuestos.

¢ & & o o El primero contiene 2 puntos.

¢ ¢ & |0 El segundo contiene 6 puntos.

® & & o o El tercero contiene 12 puntos.

& & & ¢ o El cuarto contiene 20 puntos.

¢ Cuantos puntos hay en el 5° rectacgulo?
¢ Cuantos puntos hay en el 100° rectangulo? ,Como lo sabes?
cCuantos puntos hay en el n rectangulo? (Como lo sabes?

Figura 2

¢ Cuantos ... 100°?” 100 x 99 = 9900 ; —Habra 30 puntos en el 5°.
100 x 101 = 10100 —~ 100 x 99 = 9900 en el 100°.

Se multiplica el nimero de puntos — Habra i
horizontales por el numerc de puntos en | nx{n+1)=n?+npuntos ‘
linea vertical j )
30 El espacio en blanco
9702 : No puedo conceptualizarlo

6.5 = 30 puntos en el 5°

triangulo
76=42 |
‘ N=A(A+1) | |
zParaR—ZparaN N=A-A ; ;
; AIMR‘(RJ) 5° = 5:-5 | !
Siguiente R , ‘,
i v =30 | |
=11 |
19 = !
o

| ParaR=1paraN
S A=R*(R+1)
i Siguiente R
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Algunos autores han criticado intensamente la precipitacién por aplicar los simbolos en
estos ciclos mientras se realizan tareas de generalizacion en el salon de clases (Lee,
1996, Mason, 1996). Aparentemente, existe una tendencia en la ensefanza por abreviar
los primeros dos pasos y esto, en muchos casos, hace que el estudiante no pueda
producir una ecuacion algebraica adecuada para el problema planteado. Lee (1996)
analiza como ejemplo un estudio experimental con adultos donde, debido a la percepcion
de problemas en el patrén de reconocimiento, era imposible encontrar una
ecuacion algebraica que permitiera a los participantes completar con éxito la tarea
asignada. Este ejempio se reproduce de la siguiente manera (ef problema del rectangulo
punto) [las figuras se tomaron de /nitiation into algebraic culture generalization, L. Lee, en
Bednarz, Kieran y Lee (Eds.), 1996].

En este caso, centrarse en los patrones de 10s bordes correspondientes a ia secuencia
numérica 2, 4, 6, 8 no condujo a los participantes a la ecuacién general porque se
enfrentaron con un conflicto cuando se les proporciond el rectanguio/puntos para los
primeros cuatro rectangulos. Se podria esperar que la existencia de esta tabla de
equivalencia evitara que los participantes se concentraran en el patron grafico incorrecto.
Sin embargo, como lo demuestra el estudio de Lee, esto no sucedid en todos los casos.

El segundo ejemplo, en el cual el disefio de la tarea contempla el rol de las
representaciones algebraicas en la manipulacion de la generalidad, claramente ilustra la
brecha existente entre la teoria y la practica. Esta brecha puede explicarse a través de
alguna de las diversas peculiaridades de los procesos cognitivos en el pensamiento
matematico, consistentes en su relacion cercana con las preferencias individuales por
diferentes modos de representacion (en este caso: diagramatico, verbal, numerico vy
simbdlico-algebraico). La existencia de estas preferencias se documenta en detalle en
Molyneux, Rojano, Sutherland y Ursini {1998). En el estudio (ibid.) anglo/mexicano
“School based mathematical practices in the science classroom”™ (1), las diferencias
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mencionadas (que, en este caso, también pueden incluir la preferencia por
representaciones graficas) se atribuyen parcialmente a ias diferencias en las culturas
escolares detectadas entre los grupos de estudiantes que participaron en el estudio en
México e Inglaterra.

La existencia de tendencias cognitivas, tales como la preferencia por una forma de re-
presentacion determinada, no debilita el argumento tedrico que establece que las
representaciones algebraicas permiten el calculo de la generalidad al grado que es
posible resolver una amplia gama de problemas relacionados con la situacion de
generalizacion que se plantea. Por lo tanto, tendriamos que, por ejemplo, en una
secuencia de numeros o cifras gobernadas por un patron general, la expresion algebraica
del elemento n-ésimo puede llevar a determinar el lugar de un elemento con un valor
numérico dado en la secuencia; o a calcular el valor especifico del elemento para un lugar
determinado (posibilidad de prediccion), o a analizar las tendencias, progresivas y
regresivas (posibilidad de apreciacion global). Si se toma esto en cuenta, resuita relevante
determinar cuales son las condiciones que hacen posible promover la conciencia y
apreciacion del alumno del valor del cédigo algebraico en las tareas de generalizacion.
Especificamente, seria interesante investigar si un uso adecuado del ciclo de
generalizacion en la ensefanza puede apoyar esta conciencia.

En este nivel escolar, en el area de resolucion de problemas de palabras, la transicion
a lo general se da cuando se produce una expresion algebraica (que puede ser una
ecuacion o una expresion funcional) que sintetiza las relaciones entre los datos y las
cantidades desconocidas (ecuacidon) o entre las variables (funcion) dentro del
planteamiento de un problema. En este caso particular, esto significa que los estudiantes
se ven obligados a enfrentarse a las dificultades relacionadas con el proceso de traslacion
del texto del problema al codigo algebraico, y a las dificultades relacionadas con el
proceso de resolver las ecuaciones correspondientes. Este proceso se conoce
comunmente como el método cartesiano, en el cual colocar los elementos de un problema
en una ecuacion se reconoce como la matematizacion del problema. Varios estudios
realizados utilizando hojas de calculo para ayudar a los estudiantes a resolver problemas
que tipicamente se resuelven mediante el metodo cartesiano, demuestran que en
el ambiente computaoional es posible utilizar un lenguaje intermedio (entre el natural y el
algebraico) para expresar de manera general las relaciones existentes entre los datos y
las cantidades desconocidas, con la posibilidad de cambiar el valor de las cantidades
desconocidas para encontrar una respuesta (Rojano y Sutherland, 1993; Sutherland vy
Rojano, 1993).

Cuando los estudiantes utilizan el método de hojas de calculo para resolver problemas
verbales, capturan en la hoja de calculo la informacién contenida en el planteamiento del
problema y dan a cada columna un nombre que este relacionado con los elementos de
este planteamiento. Posteriormente, introducen formulas escritas en Excel que expresen
las relaciones entre los datos y lo desconocido. Al variar el valor numeérico de uno de los
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elementos desconocidos (sin importar cual sea la variable independiente en el conjunto de
formulas), se liega a la solucion a través de un proceso de prueba y refinamiento (la
Figura 3 muestra un ejemplo de este método para resolver el Problema del Teatro). En
este método las férmulas de Excel constituyen un lenguaje intermedio entre los lenguajes
naturales y algebraicos y su construccion proviene de un proceso de analisis del problema
{Rojano, 1996b). En el caso particular del Problema del Teatro podemos identificar los
elementos desconocidos basicos: el numero de boletos para nifios y para adultos. Dado
que hay 100 boletos mas de nifos que de adultos {(numero de boletos de nifio = numero
de boletos de adulto + 100) se recomienda que en el método de la hoja de célculo el
numero de boletos de adulto se escoja como el elemento desconocido “libre” que se
variara. De esta manera, una de las celdas de la hoja de calculo (A1) se etiqueta como
numero de boletos de adulto, vy el nimero tentativo para el valor de este elemento
desconocido se introduce en la celda A2. Este nuimero podria ser, digamos, 10. El
segundo numero desconocido, numero de boletos de nifio, se escribe en B1 y la formula
correspondiente se introduce en B2 (= A2 + 100), que representa la relacion de éste con
el anterior {(en A2). En las celdas C2 y D2, se insertan respectivamente las formulas para
el costo total de boletos de adulto (B2 x 120) y boletos de nifio (C2 x 80). Se introduce una
formula para las ganancias totales en E2 (= C2 + D2). La hoja de calculo permite que con
un cambio en el dato numérico de A2 (uno de los elementos desconocidos) ios valores
numeéricos de las celdas que contienen las férmulas cambien de manera automatica. De
esta manera, el dato de A2 puede variarse continuamente hasta que el valor de 30,000,
que es una de las restricciones del problema, aparezca en E2. No es dificil darse cuenta
de que, al introducir 110 en A2, se cumple esta restriccidn y, por lo tanto, el otro valor
desconocido (B2) seria 210.

Figura 3. El problema del teatro |

Los boletos para una funcion de teatro cuestan: $120 para adultos y $80 para nifios. Se
vendieron 100 boletos mas para nifios que para adultos. ¢ Cuantos boletos para adultos y
cuantos boletos para nifos se vendieron, si en total se recolectaron $30 0007

Use la hoja de calculo para resolver este problema.

m oo o >
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Numero de boletos para adultos

Numero de boletos para nifios

Costo de los boletos para aduito

Costo de los boletos para nifo

Costo total de los boletos

Asumamos que 10 adultos van al teatro.

. Cuanto dinero se recolecta si van 10 adultos al teatro? $

Cambia el nimero {boletos para adultos) en la celda A2,
¢ Cuantos boletos para adulto se vendieron?

¢ Cuantos boletos para nifio se vendieron?

Figura 3. Método de hoja de calculo para resolver problemas (hoja de trabajo usada en el .
proyecto anglo-mexicano, aqui escribimos debajo las formulas que se espera que 10s nifos |
anoten en las celdas).

De esta manera, se proporciona a los estudiantes una herramienta que les permite
pasar gradualmente de un enfoque aritmético de resolucion de problemas (enfoque
numerico, centrado en la especificidad de los datos) a un método algebraico.

Sin embargo, la investigacion sobre qué tan viable resulta combinar el método de la
hoja de calculo con el proceso de elaboracion de ecuaciones, y por tanto, con el metodo
algebraico, sigue pendiente (Rojano, 1999 AERA PAPER). Una de las principales
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ventajas de dominar este método algebraico es la oportunidad que brinda esta capacidad
para identificar conjuntos de problemas que se pueden resolver utilizando la misma

ecuacion o sistemas de ecuaciones. Esto incluye otro tipo de generalizacion: la
generalizacion del método.

8.2.3. De métodos informales a métodos formales de resolucion de
problemas

Ei uso frecuente de métodos intuitivos o “personaies” entre la poblacion estudiantil que va
de los 11 a los 16 afos de edad se discute en multiples estudios, desde las primeras
encuestas sistematicas sobre los errores mas comunes de los estudiantes en el algebra
(Booth, 1984; Matz, 1990), hasta las investigaciones mas recientes sobre la resolucion de
problemas de palabras (Bednarz et al., 1996: Rojano y Sutherland, 1993). El uso de este
método se atribuye, por una parte, a la dificultad que traen consigo los métodos utilizados
en el nivel secundario —por ejemplo, el método algebraico, la justificacion geometrica, la
argumentacion logica, la validacion del pensamiento probabilistico— y, por otro, las
experiencias de los estudiantes con sus “propios” métodos como camino que
eventualmente los conduce a la respuesta correcta. Estos resultados han generado
mucha presion entre los investigadores, educadores y disefadores de programas de
estudio por incluir los metodos propios de los nifos como antecedentes imprescindibles al
aprender scbre métodos escolares. Al respecto, se pueden identificar dos posibles
intenciones pedagogicas: la usual, que tiende a reemplazar los métodos de los nifos con
los métodos escolares y otfra, que puede ser considerada revolucionaria, que tiende a
institucionalizar graduaimente algunos de ios métodos mas parecidos a los de los nifos.
Un ejemplo de lo anterior es el metede de “prueba y refinamiento” que los estudiantes
utilizan con frecuencia para resolver ecuacicnes. Con base en los descubrimientos de la
investigacion que recomienda que se consideren los métodos informales de los nifios, se
ha incorporado en la practica escolar de algunos paises como Inglaterra (Suthertand,
1999; The Royal Society, 1997) una version sistematizada del metodo de prueba vy
refinamiento que incluye, ademas, el uso de caiculadoras. Sutherland se refiere al informe
de 1997 de la Royal Society {ibid.) que analiza la confusion que resultd de la incapacidad
de identificar la mera manipulacion de los simbelos como una actividad algebraica y de la
caracterizacion del método de prueba y mejora como “algebraico”, al grado que los
estudiantes han empezado a creer que este es el método oficial. El autor sostiene que
esta reforma aparentemente bien intencionada, centrada en el estudiante, ha obstruido el
acceso del estudiante a pbderosas herramientas cognitivas matematicas que se han
desarrollado a través de los siglos (Sutherland, 1999).

En lo que respecia a qué se debe hacer para tomar en cuenta los métodos propios de
los nifos, es posible establecer que el accest a otros tipos de métodos para la resolucion
de problemas de palabras utilizando ambientes de computo como hojas de calcuio,
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permite que se tome una posicion menos radical, una media entre las dos antes descritas
que estan claramente situadas en los dos extremos. En el método de las hojas de calculo
(descrito en la seccion 8.2.2.) se puede encapsular una relacion matematica moviendo el
mouse (0 las teclas con flechas) sin una referencia explicita al simbolismo utilizado en
ellas (Sutherland y Rojano, 1993, JMB PAPER). Por lo tanto, la hoja de calculo ayuda al
estudiante a representar y probar relaciones matematicas sin tener que iidiar con
el lenguaje simbdlico, pero puede ver esta relacion representada simbodlicamente en la
hoja (formulas de la hoja de célculo). Es probable que las relaciones algebraicas estén
relacionadas de manera cercana con el dominio numérico y en este sentido la hoja de
calculo proporciona un contexto para hacer una generalizacion de las estrategias
informales aritméticas y sistematizadoras de los alumnos. El paso definitivo hacia el
meétodo algebraico o cartesiano, que explicitamente asume una traslacién del contenido
de palabras del problema al cédigo algebraicc. no puede dejar de tomar en cuenta las
diferencias existentes entre este método y el método de la hoja de calculo. Mientras que
en el meétodo cartesiano la parte en que se transcribe el problema a forma de ecuacién
corresponde a la accion de encontrar dos expresiones algebraicas equivalentes para las
condiciones del problema (esta equivalencia es local y emerge de las restricciones del
planteamiento del probiema), y después vincular estas expresiones a través del signo de
igualdad, en el método de las hojas de calculo todas las relaciones parciales (o
elementales) entre elementos dados y desconocidos y entre elementos desconocidos se
representa en celdas separadas pero relacionadas. Todas estas relaciones finalmente
se sintetizan en una expresion que sirve como control de variacion de uno de los
elementos desconocidos. Por ofro lado, la solucion de la ecuacion en si misma a traves
del método cartesiano no tiene una equivalencia con ninguna de las partes del metodo de
la hoja de calculo, ya que para encontrar la solucion numérica del problema en la
segunda, se tiene que variar el dato de la ceida que represente la cantidad desconocida,
lo cual consiste en un método puramente numérico. Por lo tanto, un proyecto didactico
que pretenda apoyarse en el método de las hojas de calculo y que esté dirigido a acercar
a los estudiantes al metodo cartesiano, debera disefiar un vinculo entre la representacion
de las relaciones de los elementos del problema en el cddigo de la hoja de calculo y hacer
funcionar la ecuacion, y hacerlo de tal manera que se pueda resolver utilizando las
técnicas del algebra manipulativa. Sin embargo, la investigacion centrada en la inclusion
de los meétodos intuitivos de ios niflos a los métodos escolares sigue en sus primeras
etapas. En el trabajo sobre las hojas de calculo, la investigacion conjunta anglomexicana
"Mathematical Modeling with Spreadsheets” (Rojano y Sutherland, 1997; Rojano vy
Sutherland, 1999) propone algunos resultados preliminares.

8.2.4. Del dibujo a la figura (geométrica)

Algunos programas de matematicas contemplan iniciar a los estudiantes en la geometria
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sintetica. Esto presupone un intenso trabajo previo con los objetos geométricos y sus
propiedades durante las tareas de experimentacion y razonamiento inductivo. Es claro
que esto supone que la dificultad de cambiar del trabajo con la percepcién (dibujos) al
trabajo con lo conceptual (la (figura) geométrica) se ha superado. Existen pruebas
concluyentes sobre el pequefio porcentaje de estudiantes que logran hacer esta
transicion, particularmente si sus experiencias de aprendizaje geométrico sélo incluyen
tareas de papel y lapiz, ya que esto implica mayores exigencias cognitivas que, por
ejemplo, explorar y experimentar en entornos geométricos dinamicos. La fuente principal
de problemas durante la transicion de lo relacionado con la percepcion a lo conceptual es
la confusion del estudiante generada por el discurso (geométrico) que se refiere a las
figuras que utilizan la maestra y el libro de texto. Este discurso no necesariamente
corresponde con la interpretacion del estudiante de estas figuras o con las propiedades
que les asignan los estudiantes para aislar las particularidades de los dibujos y para
distinguir sus propiedades invariantes de manera que se logre la conceptualizacién. La
atencion del estudiante a las caracteristicas invariantes de las figuras geométricas se
ha visto favorecida Gltimamente por el aumento en geometria dinamica, desarrollada con
el apoyo de los medios computacionales. Actualmente, existe la posibilidad de desarrollar
geometria experimental en las escuelas a través de entornos computacionales que
permiten a los estudiantes manipular directamente los objetos geométricos (como el
Cabri-Geometre) para realizar tareas de formutacion y pruebas conjeturales. Otros tipos
de entornos computacionales (como el tutorial de geometria Anderson) se han disenado
para facilitar el aprendizaje de las demostraciones en matematicas. Segun Balacheff y
Kaput (1996), la tarea didactica de conectar las experiencias desarrolladas por los
estudiantes en estos tipos de entornos que les permita reconciliar el razonamiento
deductivo y el inductivo sigue pendiente. Esta tarea sera el centro de interés de la
ensenanza de la geometria en el nivel secundario especialmente si se incluye la transicion
a la geometria sintética y a la demostracion.

Otros aspectos sobre la educacion a este nivel son el sentido espacial y, en general, el
sentido de la geometria tridimensional. En este nivel, el rol de la visualizacién se vuelve
crucial.

Una fuente mas de problemas para los estudiantes de geometria en su transicion a lo
conceptual es su falta de previa educacion visual que podria ayudar en la sistematizacion
de sus experiencias visuales, por ejemplo, en la busqueda de patrones o en la
distincion entre el rol de los dibujos como objetos geométricos o como modelos
diagramaticos de estos objetos. Esta distincion esta basada en el doble rol de las figuras
(como en Laborde, 1993). Esta falta de entrenamiento visual durante el jardin de nifios y
la escuela primaria tiene un impacto severo sobre otro aspecto fundamental de ia
educacion a nivel secundario: el sentido espacial y, en particular, la geometria
tridimensional. En esta area el rol de la visualizacién se vuelve esencial. Una investigacion

llevada a cabo por Razel y Eylon (1990) con grupos de estudiantes en niveles preescolar
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y primario, sugiere que los estudiantes que tienen acceso y experimentan con medios
didacticos visuales desarrollan una habilidad para identificar conceptos visuales en
contextos complejos (por ejemplo, pueden reproducir los patrones percibidos en una
cierta representacion como diferentes tipos de representaciones) asi como para aplicar
estos conceptos en situaciones visualmente complejas. Estos investigadores también
estudiaron la forma en la cual las experiencias visuales influyen en el desarrollo de
conceptos matematicos como la razon y la proporcion (Razel y Eylon, 1990). Ellos (ibid.)
demostraron la importancia del entrenamiento visual como antecedente al aprendizaje de
la geometria en la escuela secundaria. Quedaria pendiente un estudio gue determine
de manera precisa los procesos de transicion hacia la matematizacion en la geometria
(tanto inductiva como deductiva) a nivel secundario, empezando por las experiencias
visuales en la escuela y su efecto en el pensamiento abstracto y logico del nifo. En
particular, seria importante investigar a qué grado las experiencias visuales (incluso si son
necesarias para el desarrollo de ciertas habilidades geométricas) pueden provocar una
dependencia de los aspectos visuales de los objetos geométricos y convertirse
eventuaimente en un obstaculo que impida el progreso hacia el conocimiento geométrico
que requiere de un razonamiento mas abstracto y deductivo.

8.2.5. Hacia un pensamiento abstracto

Existe una tendencia comun de presentar la necesidad de que los estudiantes mayores de
11 afos evolucionen hacia nociones y procesos matematicos mas abstractos. Por
ejemplo, casi todos los procesos de ensefianza de algebra presuponen los procesos de
abstraccion matematica que no siempre son presentados de manera explicita al maestro
en las propuestas concretas. En contraste, hay una amplia variedad de estudios tedricos
que tienen que ver con la abstraccién en las matematicas y van desde los que consideran
la abstraccidn como un proceso de descontextualizacidn hasta aquellos que niegan la
descontextualizacion como medio para alcanzar los niveles mas abstractos de
pensamiento. Hershkowics et al. (1999) proporcionan un analisis detallado de estos
estudios y sefalan las propiedades que caracterizan cada uno de estos enfoques y que
conducen a estas diferencias conceptuales. Por ejemplo, se refieren a la nocidn de
abstraccion reflexiva (utilizada por Piaget como el fundamento de su teoria cognitiva
del desarrollo) que, transferida al dominio de las matematicas, corresponde al transito de
la accion a la cognicion {(en la teoria de Piaget), al transito de /a situacion del problema a
las matematicas (proceso de matematizacioir). Esta adaptacion de la abstraccion reflexiva
de Piaget'a la abstraccion en las matematicas se presentd en el trabajo de Vergnaud
sobre la matematizacién. Vergnaud (1982) concibe a esta Ultima como el proceso de
descontextualizacion progresiva a traves del cual las matematicas se apartan de la

situacion del problema.
Hershkowics et al. (1999) colocan estos estudios en el lado opuesto de los estudios
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que niegan que la abstraccion sea una separacion de los referentes (por ejemplo, Mason,
1989) o de los que critican el concepto de la absiraccion como una actividad mental en la
cual se hace caso omiso del rol del entorno, tanto en las interacciones sociales como con
las herramientas (Greeno, 1997). A pesar de que uno podria estar de acuerdo (o en
desacuerdo) con Hershkowics et al., no es dificil aceptar la gran brecha que los autores
observan entre la investigacion empirica y experimental y los procesos de abstraccion,
especificamente en el area de ensehanza de las matematicas. Sin embargo, entre los
estudios desarrollados en esta direccion, se puede mencionar el trabajo de Mason, que es
de gran relevancia para las practicas en el saién de clases ya que analiza el rol de la
generalizacién en el aprendizaje del é&lgebra (Mason, 1996) y su relacién con
la abstraccion y simbolizacion matematicas. Mason sostiene que “si los maestros no estan
conscientes de su presencia [presencia general] y no tienen la costumbre de hacer que
los estudiantes se esfuercen por expresar sus propias generalizaciones, entonces no se
esta presentando el pensamiento matematico” (Mason, 1996, en Bednarz et al., pagina
65). Otro ejemplo es el trabajo de Filloy que trata el tema de la abstraccion en el
aprendizaje del élgebra a través del analisis de varias observaciones sobre los procesos
de "modelacidén concreta” en un momento de transicion (de la aritmética al algebra). Los
enfoques centrales de este trabajo inciuyen: a) el rol que desempenan los lenguajes o
medios de expresion "mas concretos” en la modelacion de situaciones “mas abstractas” y
b) el rol de la "modelacion concreta” en la produccion del codigo algebraico necesario
para desarrollar capacidades de resolucién de problemas (Filloy, 1999; Filloy vy
Sutherland, 1996, p. 149).

Filloy se refiere especificamente a los procesos que aparecen cuando se interviene
deliberadamente la ensefianza de la sintaxis algebraica utilizando un "modelo concreto”
como el de equilibrio. La meta es que los estudiantes eventualmente asocien las acciones
en este modelo con las acciones aplicadas a otros elementos de la ecuacion dada. De
esta forma, las acciones encaminadas a encontrar el valor desconocido {el valor de
la cantidad desconocida) siguiendo la situacien del modelo puede relacionarse con la
transposicion de términos en la ecuacion (vease la Figura 4).

La observacion de estudiantes del segundo grado de secundaria que trabajan sobre el
modelo de equilibrio condujo a la deteccion de tendencias cognitivas individuales. Por un
lado, algunos estudiantes mostraron una preferencia por el nivel sintactico del algebra.
Una vez que los nifios con esta tendencia identificaron en la ecuacion las acciones que se
realizaron sobre los elementos del modeic, abandonaron el modelo en las primeras
etapas de trabajo y se concentraron en las actividades scbre la ecuacién con una sintaxis
parcialmente construida. En el otro extremo, algunos estudiantes mostraron una tendencia
a anclar sus acciones al modelo, y tuvieron dificultades para abandonar los significados
de los referentes que tenian los elementos de la ecuacion (Filloy y Rojano, 1989). El
seqgundo caso presenta varias pregunias al investigador entre las cuales la consideracion
de lIas tendencias cognitivas del sujelo debe incluirse para incrementar nuestro
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conocimiento sobre los procesos de abstraccion que tienen lugar durante situaciones

especificas de ensefanza.

Figura 4

Usar el modelo de equilibrio para resolver la ecuacion

18x + 224 = 130x

Acciones en el modelo:

Acciones en la

ecuacion:
Primer paso: trasladar los elementos de la ecuacion al modelo. 18x + 224 =
130x
O O 0O 400 Hpnin | 224 = %0
A j 18)x
18 objetos 224 = 112x

con igual peso

{desconocido).
224 objetos

con igual peso
{conocido).

130 objetos
con igual peso
{desconocidoe.

Segundo paso: remover por pares los objetos de peso desconocido,

manteniendo el equilibrio, hasta que no guede ninguno en el platillo del

lado izquierdo

0 O

224 gobjetos

130 - 18 = 112 objetos

Resolver la
ecuacion:
simplificada
112x = 224

x =224 + 112

Verificar ja
solucion:
x=2
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Tercer paso: escribir la nueva ecuacion.
112x = 224

Cuarto paso: resolver la ecuacion simplificada.
X =224 +112

Quinto paso: verificar la solucion.
X =2

8.3. Tecnologias de informacion y de comunicacion: su influencia
en los contenidos, la educaciéon del docente y la organizacion del
saldn de clases

El surgimiento de los nuevos entornos de aprendizaje basados en computadoras asi
como el uso de las calculadoras graficas han hecho posible que los nifios tengan acceso
a ideas matematicas avanzadas que no serian accesibles a edades tempranas con las
herramientas tradicionales de aprendizaje. Entre la gran variedad de proyectos de
desarrollo de investigacién y educativos que actuaimente proponen la incorporacién de las
tecnologias de informacion y comunicacion (TIC) en la escuela secundaria, se pueden
identificar dos tendencias principales respecto a como se debe utilizar ia tecnologia. La
primera se centra en ayudar a los alumnos a enfrentar las dificultades tipicas que conileva
el aprendizaje de contenidos especificos de ensehanza, y en esta forma progresar hacia
el logro de las metas del sistema educativo' la segunda se centra en acercar a los
estudiantes a las nociones y contenidos matematicos que generalmente van mas alla de
los limites de los planes de estudio y metas educativas del nivel secundario. Por lo
general, el contenido esta relacionado con las matematicas avanzadas que se incluyen en
los programas de educacidon media superior y superior. La segunda tendencia incluye el
uso de aplicaciones de modelacion y simulacion, asi como diferentes tipos de bases de
datos (graficas, tablas). Segun Balacheff y Kaput (1996) esta tendencia revela una nueva
etapa que contrasta con las previas (centradas basicamente en facilitar el uso de los
formalismos tradicionales como la manipulacion de expresiones algebraicas y graficaciéon
de funciones) ya que su intencién es conectar las experiencias personales de los
estudiantes con el mundo fisico (a través de modelos de simulacidén) y con la experiencia
matematica (a través de bases de datos, graficas, tablas). SimCalc-MathWorlds es un
entorno de computo que proporciona este vinculo y permite el disefo de tareas que
pueden hacer accesibles las matematicas de variacion y cambio a los estudiantes aunque
no hayan sido introducidos a la simbolizacidon algebraica tipicamente requerida como el
lenguaje basico para el calculo. En este entorno, es posible ayudar a los estudiantes a
pasar de la manipulacién de un fendmeno simulado de movimiente a representaciones
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mas abstractas y esquematicas y continuar trabajando con estos fendmenos utilizando
modelos de abstraccion intermedia (Balacheff y Kaput, 1996; Kaput y Nemirovsky, 1995).

La investigacion que realizaron los creadores de SimCalc sugiere que este entorno se
puede utilizar para una temprana introduccion a las matematicas del cambio, en otras
palabras, se puede utilizar para los nifios en nivel escolar primario {Stroup, 1996). Es
importante senalar que este es un caso de acceso democratico al poderoso concepto de
la variacion en las matematicas, pero que este acceso presupone la aclaracion de la
transicion entre nociones matematicas, por ejemplo, de la nocién de razén (claramente
situada dentro del dominio aritmético) a la nocién de indice (que esta relacionada con el
dominio del calculo). En un proyecto de desarrollo educativo en México (2) algunas de las
experiencias en la implementacion de este software y estas ideas han permitido confirmar
gue la falta de comprension del maestro de matematicas o del disefiador de la tarea en
este respecto puede obstruir el paso del estudiante hacia las matematicas de nociones de
cambio, dejandolo en el nivel aritmético de pensamiento en lo que respecta al andlisis
de los fendmenos del movimiento. De esta manera, si se desea implantar propuestas de
innovacion educativa como la mencionada aqui, es necesario llevar a cabo una
investigacion sobre los procesos cognitivos que se presentan durante el paso hacia estas
nociones y sobre el papel de las intervenciones de los maestros en esta etapa.

En SimCalc, como en otros entornos de computo, los estudiantes pueden experimentar
con modelos intermedios entre los fendmenos fisicos y los modelos matematicos
formales. Un ejemplo similar es el de las hojas de calculo, donde el trabajo con columnas
numeéricas (en las cuales se pueden describir las variaciones funcionales) introduce un
enfoque numérico a la variacion que incluye los referentes relacionados con el mundo real
a través de los nombres de ilas columnas. La posibilidad de utilizar, ademas, otros
sistemas de representacién como graficas (que permiten a los estudiantes anpalizar
visualmente las tendencias y variaciones en el comportamiento global) y simbolos
(ecuaciones generales expresadas con la sintaxis de la hoja de calculo que permiten a
los estudiantes manipular la variacion misma, por ejemplo, a través de cambios en los
parametros de la funcion) hace posible que el trabajo de los estudiantes se coloque en el
nivel de las representaciones intermedias que combina la experiencia directa con los
fendmenos y el correspondiente modelo matematico (en este caso, la expresion analitica
de la funcion).

El ejemplo anterior ilustra como el uso de ciertos entornos computacionales interactivos
puede transformar profundamente la manera en que se entienden y aprenden
las matematicas a nivel secundario (a fravés dei establecimiento de un lazo entre las
matematicas y el mundo fisico usando sistemas de representacién diferentes) asi como
los contenidos curriculares caracteristicos de este nivel escolar (las matematicas del
cambio y modelacién).

La seccion 8.24. se refiere a ¢como el uso de herramientas de geometria dinamica
(como Cabri-Geomeétre) también puede transformar las practicas mateméaticas, con
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cambios del trabajo estatico en tareas exploratorias y experimentales.

[.] '

En cuanto a la forma y el contenido, el algebra de nivel secundario también puede
sufrir grandes transformaciones dependiendo de las herramientas electrénicas
(computadoras o calculadoras graficas) que se utilicen para elaborar: un enfoque
funcional; un enfoque a través de ecuaciones y resolucién de problemas: o a través de la
generalizacion; o a través de fa modelacién (Bednarz et al., 1996).

Hay temas matematicos que incluso hoy en dia siguen sin tener la debida
representacion en el plan de estudios de nivel secundario. Tal es el caso de la
recursividad, la presentacion y manejo de la informacion (probabilidad y estadistica) y
la modelacion. La llegada de las TiC hace posible abrir espacios para esos temas en las
matematicas a este nivel escolar, ya que los entornos como LOGO y las hojas de célculo
permiten, por ejemplo, desarrollar la nocion de funcidon recursiva. El manejo de la
informacion también se puede acelerar y transformar con el uso de bases de datos y
diversos sistemas de representacion. Las simulaciones electronicas de fenémenos
casuales pueden transformar el trabajo de clase en tareas de experimentacion, registro,
prediccion y analisis que sirven como fundamento para la construccion de nociones de
probabilidad.

La modelacion exploratoria y expresiva (3) contribuye a exponer a los estudiantes de
secundaria a trabajos con situaciones abiertas y al planteamiento de problemas. La
modelacién, concebida como trabajo con “mundos arificiales” (4) segun Mellar et al.
{1994) hace posible ensefar las matematicas en el contexto de la ciencia, ya que en estos
mundos los fenomenos fisicos, bioldgicos, ambientales y geograficos pueden recrearse.
Los resultados del estudio anglomexicanc "School based mathematical practices” (1)
sugieren gue la modelacion desde ia perspectiva de las ciencias es una fuente rica de
significados para los modelos matematicos formales y que los diferentes sistemas
de representacion y formas utilizadas para ese propodsito se ajustan a los recursos
estructurales de conocimiento matematico (de acuerdo con la teoria de Lave, 1988). Stella
es otra herramienta de modelacion, generalmente utilizada en las escuelas con recursos
de cdmputo, gue ha demostrado ser una importante contribuciéon al desarrolio de las
habilidades de los estudiantes que van mas alla de los objetivos escolares. (Stevenson, ).
Por otra parte, las nuevas tendencias de reforma educativa contemplan la ensefanza de
las matematicas dentro de un contexto y particularmente, su relacion explicita con otras
areas del conocimiento. Esto abre una nueva y genuina posibilidad de incorporar la
modelacion como un elemento curricular en las matematicas escolares en el futuro
cercano.

Casi todos los estudios que actualmente estan utilizando TIC hacen mencion del rol que
estas herramientas desempefnan en el aprendizaje cooperativo y colaborativo. Es

innegable que, cuando una parte Importante de la retroalimentacion proviene de la
herramienta de trabajo y de la interaccion entre companeros (tanto maestros como
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estudiantes), se ve afectada la organizacion de la clase de matematicas. Por lo general, la
existencia de estas herramientas junto con un modelo de aprendizaje colaborativo ayuda
a superar la pasividad del estudiante y permite que el flujo de informacion siga siendo
unidireccional (del maestro al grupo de estudiantes).

[.]

Aparte de los entornos de aprendizaje basados en las computadoras que se
mencionaron en esta seccién, también se puede comentar que la introduccion de la
tecnologia de informacion al salon de clases de matematicas ha traido consigo
la posibilidad de democratizar el conocimiento matematico (por ejempio, matematicas del
movimiento), que antes sdlo era accesible a una minoria de estudiantes que cursaban una
carrera universitaria cientifica. Por otra parte, el entorno tecnoldgico (que incluye
calculadoras graficas y en general sistemas de algebra computacional) también permite al
ciudadano promedio tener acceso a fragmentos de conocimiento matematico que se han
desarrollado recientemente, como es el caso de las matematicas discretas, la teoria de
graficas, la probabilidad, ta estadistica y sus aplicaciones en las ciencias sociales vy
naturales. Con esta Ultima, pareceria posible cerrar la brecha entre las matematicas
gscolares y las aplicaciones mas recientes de las matematicas y definir de manera mas
amplia el perfil del ciudadano con educacion matematica. No obstante, en el area de la
investigacion educativa, ciertas preguntas siguen sin tener respuesta. A continuacion se
citan algunos ejemplos:

+ Investigar el alcance del conocimiento adquirido en el entorno tecnologico respecto
a la vida diaria de los individuos y respecto a su manera de entender el mundo
fisico y social que los rodea. ;/Se da una interiorizacion de este conocimiento
cuando se trabaja er un entorno tecnolégico y en una transferencia de dicho
conocimiento a las vidas de los individuos que vaya mas alla del entorno en si y de
los alrededores? '

« Investigar la influencia del componente cultural en los procesos de asimilacion de
ambientes tecnoidgicos en las escuelas secundarias. ;Se da esta asimilacion
de una manera independiente a la valoracion del conocimiento cientifico en
beneficio del entorno social? ;O se valora la presencia de tecnologia en las
escuelas desde el punto de vista tecnocrata?

+ Investigar la naturaleza del conocimiento generado a partir del trabajo en un
ambiente  tecnologico 'y en un  modelo pedagdgico relacionado
(interactivo/colaborativo, interactivo/cooperativo).

+ Registrar y profundizar !as nuevas habilidaces y capacidades matematicas
desarrolladas a partir del aprendizaje en el entorno tecnologico.

+ Investigar los detalles de la transicién de los modelos pedagogicos y el contenido
de la ensefianza clasica a los nuevos conitenidos, accesibles a través del ambiente
tecnologico y los modeics de interaccion asi como ia construccion social del
conocimiento. j Es posible aislar ios faciores claves en esta transicion? ;O dichos
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procesos solo se encontraran después de estudios sistematicos?

+ Definir el camino de la institucionalizacion del conocimiento en el salon de clases,
cuando se trabaja en los entornos tecnologicos en los cuales las nociones
matematicas se manejan con versiones simplificadas de los conceptos formales.

8.4. Ingreso a las matematicas de nivel secundario en el nuevo
milenio

Las caracteristicas de la sociedad moderna relacionadas con las TIC definitivamente estan
teniendo implicaciones importantes en el contenido y panorama de las matematicas
escolares. En particular, el uso intensivo de TIC en el lugar de trabajo requiere cada vez
mas que se desarrollen nuevas habilidades matematicas en la escuela secundaria. Sin
embargo, determinar cual debe ser la formacion matematica de un estudiante que haya
terminado la escuela secundaria requeriria de un analisis sistematico y minucioso de los
niveles, habilidades y conocimientos matematicos actualmente necesarios en los sectores
comercial, financiero e industrial de paises con diferentes niveles de desarrollo. Esto
subraya la necesidad de definir las matematicas escolares de nivel secundario para el
nuevo milenio de acuerdo con los estandares de las sociedades desarrolladas y en
desarrollo y, también de acuerdo con el rol de la escuela secundaria en dichas
sociedades. Los empresarios han definido una serie de actitudes y habilidades que las
escuelas deberian promover en los estudiantes de manera que se volvieran mas
conscientes del poder y la relevancia de las matematicas para modelar situaciones del
mundo real y sobre la importancia de usar las TiC en el trabajo de modelacion en la
escuela. Las capacidades que la industria requerira de sus empleados en el futuro son
(Clayton, 1999):

» Una nocion de los simbolos necesarios para construir modelos matematicos y para
manipularlos con un entendimiento mas profundo de qué es lo que se esta
modelando.

+ Experiencia en la resolucion de problemas.

+ Conciencia sobre como las matematicas y las TIC pueden usarse de manera
sinérgica.

+ Conciencia sobre la importancia de la validacion y verificacion de las aplicaciones
de modelos.

+ Manejo de la incertidumbre.

Se tiene entonces que., segun Ciayton ia escuela secundaria y la educacion
universitaria deberian contribuir a la formacion de recursos humanos para las sociedades
futuras con programas académicos que incluyeran:

+ Principios y aplicaciones de la modetacién matematica.

« Técnicas matematicas y mefodos de analisis que se ensefien en contexios que
permitan a los alumnos entender mejor como se pueden usar.
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-

Uso de métodos numeéricos.

Los efectos de la incertidumbre y cémo medirlos.

El uso de las TIC para la exploracién, transformacion de datos y recreacion de
conceptos matematicos con la ayuda de la visualizacion.

Resolucion de problemas en diferentes areas del conocimiento.

Principios de verificacion, validacion y estimacion (Clayton, 1999).

Los estudios sobre las habilidades matematicas similares a las anteriores pero mas
relacionadas con las actividades comerciales, financieras y cientificas podrian
proporcionar una mejor nociéon de cudles son las modificaciones necesarias que deben
hacerse a los contenidos y los métodos de ensefianza. Sin embargo, determinar el rol que
desempena la escuela secundaria en diferentes sociedades (desarrolladas y en
desarrollo), tendra un pape! decisivo en el establecimiento de politicas educativas que
puedan apuntar o enfatizar dichos contenidos en este nivel escolar. En la mayoria de los
paises, la escuela secundaria representa el final de la educacion basica asi como la
preparacion del estudiante para estudios preuniversitarios y universitarios. En contraste,
en otros palises, la escuela secundaria se ha incorporado recientemente a la educacion
basica obligatoria y practicamente representa la Ulima etapa educativa para un

.

importante sector de la poblacién.

[--]

La relacion directa entre el uso de tecnologias de informacion (Ti) en las escuelas y la
posibilidad de convertir a un estudiante en un ciudadano con educacion cientifica, util en
su lugar de trabajo, hace que este asunto sobre la orientacion que debe darse al
estudiante cuando aprende a utilizar dichas herramientas sea el centro de un debate entre
dos puntos de vista extremos: la vision tecnécrata, que vincula la Ti con la eficiencia,
velocidad y el servicio a los intereses de la industria y el mundo de los negocios, vy la
vision sociocultural que enfatiza el punto sobre la igualdad y el acceso. Cuando Clayton
sugiere que las matematicas escolares se crienten hacia el desarrollo de havilidades y
conocimientos que puedan ser Utiles en las esferas comercial e industrial en el futuro,
pareceria que esta adoptando una vision tecnécrata. Sin embargo, al hacer que los
conceptos matematicos se recreen a traves de la visualizacidén y la exploracion, de la
transformacion e interpretacion de los datos como parte de un programa educativo futuro,
la posicién de Clayton parece acercarse mas al otro extremo, al de la vision sociocultural,
dado que estas habilidades y experiencias promueven la capacitacion de individuos bien
informados con acceso al mundo de las estadisticas (que provienen del mundo de las
finanzas y la politica) y con una rica experiencia matematica. De esta manera, los nuevos
enfoques sobre el contenido y orientacién curricular tienen un amplio horizonte de
investigacion respecto a los sistemas de valores que, en términos del rol del conocimiento
cientifico, prevalecen la sociedad y determinan en una buena proporcion las prioridades
educativas de la ensefnanza.
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8.5. Algunas preguntas sin resolver relacionadas con el acceso
democratico al conocimiento matematico

En este capitulo, las perspectivas sobre las oportunidades de acceso de los estudiantes a
ideas matematicas centrales en la educacion secundaria nos proporcionan una vision
sobre cuales son las necesidades que deben cubrirse en el futuro cercano en lo que
respecta al desarrollo educativo. En particular, al analizar el rol de la escuela secundaria
en las sociedades del nuevo milenio, resulta claro que se deberan incluir nuevos
contenidos y habilidades matematicas en los planes de estudio y programas de este nivel
educativo. También resulta claro que la incorporacion de las TIC a la ensefianza y
aprendizaje de las matematicas facilitara esta tarea. Sin embargo, hay muchas preguntas
no contestadas en el ambito de investigacién sobre la educacion de las matematicas que
pueden proporcionar a quienes participan en ios cambios y reformas educativas los
fundamentos académicos que apoyen la impiementacién de innovaciones educativas.
Algunas de estas preguntas estan relacionadas con los nuevos contenidos y habilidades
que hasta hoy han permanecido sin una adecuada representacion en la escuela
secundaria. Al respecto, por ejemplo, seria necesario responder a las siguientes
preguntas:

+ ;Cuales son las dificultades de aprendizaje intrinsecas de los nuevos temas
escolares de matematicas que pudieran obstaculizar el acceso democratico a ellos
por parte de los estudiantes entre 11 y 16 anos?

+ ¢ Coémo pueden manejar estos obstaculos los enfoques innovadores de ensefianza
y aprendizaje {por ejemplo, el uso de computadoras y enfoques de aprendizaje
colaborativos)?

+ iCuales son los procesos de transicion involucrados en las habilidades de
construccién de nociones y de desarrollo de habilidades en los estudiantes
adolescentes, como: manejo de datos. analisis de modelos matematicos,
validacion, conjeturacion y prediccion de modelos, uso de procesos recursivos?

Con relacion al uso de las TIC en la ensenanza de las matematicas, surgen estas
preguntas:

+ ¢Cual es el impacto cognitivo de utilizar entornos de cémputo y calculadoras
graficas para ayudar a los estudiantes a desarroliar la exploracion, conjeturacion y
estimacion del pensamiento matematico?

+ ;Qué tan viable es dar el paso hacia la formalizacién o institucionalizacion del
conocimiento producido al utilizar enfoques con base en las computadoras?

+ ¢ Puede progresar la investigacion al mismo paso que el trabajo de las TiC? 4, Como
influiréd el acceso a material de ensefianza en Internet a las matematicas
escolares?

+ ,Qué nuevos modelos de salén de clases y estilos de organizacién escolar
surgiran con el aumento en el uso de TiIC7

En relacion con el trabajo de investigacion en ensefanza de las matematicas que se ha
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realizado a lo largo de las dos Ultimas décadas. es razonable esperar que se llegue
a responder preguntas similares a los siguientes:

+ (Como se manifiestan los procescs de abstraccion y generalizacion en el
escenario de los nuevos contenidos, habilidades y herramientas matematicas?

+ ¢(Como asimilaran los investigadores los nuevos paradigmas en este milenio,
especificamente al estar tratando, por un lado, con los procesos de aprendizaje de
los adolescentes y, por el ofro, considerando los requisitos e influencias
provenientes de contextos ajenos a ia escuela?

Independientemente de la importancia que las preguntas relacionadas con las
matematicas del nivel secundario puedan tener en las agendas de investigacion del siglo
XXl, por lo general es importante también reconocer que el paso hacia perspectivas de
investigacion sobre el acceso democratico a ideas matematicas poderosas debe
contemplar tanto la investigacion aplicada como el arduo trabajo de la investigacion
basica. De hecho, ante el surgimiento de nuevos y diversos paradigmas de investigacion
en el campo de la educacion matematica, que estd marcando el cambio de siglo y de
milenio, es importante conservar la naturaleza inquisitiva del conocimiento matematico
como uno de los conceptos centrales que puede generarse a través de los nuevos
contenidos curriculares que se impartiran, las nuevas habilidades que se desarrollaran y
las nuevas herramientas de aprendizaje que se utilizaran.

Notas

1. El trabajo de colaboracion anglomexicano (con fondos de fa Spencer Foundation,
numero de apoyo B-1493) es conducido por dos equipos de investigacion. uno en
Inglaterra y uno en México. La investigacion se bas6 en los campos de la psicologia
cultural y la teoria de la actividad asi como en ias areas de la educacion de la ciencia y de
las matematicas. La investigacion se centro en las practicas matematicas de estudiantes
de ciencias de entre 16 y 18 afocs de edad y las influencias culturales de estas practicas
matematicas escolares en México e Inglateira.

2. Del trabajo del London Mental Models Group (Universidad de Londres. 1986). Se
hace una distincion entre los Modelos Exploratorios y los Modelos Expresivos. Los
primeros son modelos que ya se han construido y que se proporcionan a los estudiantes
para que ellos exploren aigunos aspectcs de los fenomenos que se estan modelando.
Los segundos (modelos expresivos) fueron construidos por los estudiantes para expresar
sus puntos de vista sobre el fendmeno que se estaba modelando.

3. Mellar et al. (del London Mental Models Group) consideran la modelacién como un
medio y como una herramienta con ia cual los estudianies pueden crear su propio mundo
y utilizarlo para expresar sus propias representaciones y para explorar las ideas de otros.
Cuando los estudiantes crean un modelo para representar. para expresar una situacion

o un fendmeno de comportamiento. €l modegic en cuestion se llama expresivo. Cuandoc
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los estudiantes ya tienen un modelo construido para hacer sus exploraciones sobre
aspectos o caracteristicas de los fendomencs que ya han sido modelados, el modelo en
cuestidon es denominado exploratorio. Se refieren a esta idea de la modelacion como
aprendizaje con mundos artificiales. En esta perspectiva, el enfoque es la naturaleza de
las ideas sobre el mundo que construye ia mente humana.
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